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A dokumentum hasznalata

A feladatok évenként vannak 0sszegydjtve. Egy éven beliil el6szor jonnek a megyei forduld, illetve
az orszagos dont6 két napjanak feladatai évfolyamonként, majd pedig ugyanilyen sorrendben a meg-
oldasok. A feladatsorok minden feladatdnak a végén taldlhaté egy @ jel, amelyre kattintva egybdl
a megoldashoz ugorhatunk. A megoldasok végén hasonlé médon taldlhaté egy @ ikon, melynek
segitségével vissza tudunk ugrani a feladatsorba.

A dokumentum legvégén megtaldlhatok az orszagos versenyek elsé 10 helyezettjei évenként és
évfolyamonként megjelenitve.

A feladatokat sz6 szerint ugy kozoljiik, ahogy az a versenyen szerepelt. El6fordult olykor, hogy
nem volt teljesen pontos a megfogalmazis, illetve tobbféleképpen is lehetett értelmezni egy feladatot.

2y

Ilyenkor azt a megoldast kozoljiik, amirdl feltételezziik, hogy a kit(iz6 arra gondolt.

Feladatok pontszama

A verseny soran minden feladat 7 pontot ér.

A megyei fordulokban ezért sokdig az 5. és a 6. osztdlyban 28, mig 7. és 8. osztilyban 35 a ma-
ximalis pontszam. Ujabban minden évfolyamon 5 feladat van, ezért egységesen 35 a megszerezhetd
pontok maximdlis szama.

A dontdben 5. €s 6. osztdlyban mindkét napon 4-4 feladat szerepelt 2012-ig, igy a megszerezhetd
pontok szama 56 volt.

7. és 8. osztalyban a dontd elsé napjan 5, mig a mdsodikon 4 feladat szerepelt, ezért hibatlan sze-
replés esetén 63 pont volt szerezhetd. A 2012-13-as tanév dontdjében minden évfolyamon, mindkét
napon 5-5 feladat volt, igy két hibatlan dolgozattal 70 pontot lehetett elérni.

A verseny torténete

A Kis Matematikusok Barati Kore (KMBK) az 1960-as évek masodik felében alakult meg a Tudo-
manyos [smeretterjesztd Tarsulat (TIT) Matematikai Szakosztalydnak szervezésében. Az Uj és egyre
népszertiibb ,,szakkori” forma hamarosan orszagos méreteket 6ltott. Folyamatosan n6tt az érdeklddés
az érdekes, gondolkodtaté feladatok, €s a megoldasukhoz kindlt 4j médszertani ajanldsok irdnt. Ez a
szakkori innovacié parhuzamosan fejldott és terjedt el a komplex matematikatanitassal, illetve Varga
Tamdashoz kapcsol6dé 4j matematikatanitasi reformmal. E reform lényege a sajat tapasztalatszerzés,
felfedezésre épiil6 gondolkoddsra nevelés, a gondolkodds 6romének megismertetése a tanulkkal dj
tananyagtartalmakon és 0j modszerekkel. Az Uj matematikai nevelést 4j tankonyvek, munkafiizetek,
feladatgytjtemények, tandri segédkonyvek illetve a tanorai tevékenységet timogatd szines €s valto-
zatos eszkozok sokasiga segitette.

A TIT messzemenden tdmogatta ezt a reformot. A KMBK vezet6k részére a modszerek meg-
ismertetése érdekében tandri konferencidkat, tobbnapos tanfolyamokat szervezett Budapesten és a
vidéki varosokban. Uj munkafiizetek és tandri titmutatdk késziiltek a KMBK foglalkozdsokhoz. Eze-
ket az anyagokat és a sokrétdi munkat a reform elhivatott, neves szakemberei (Demeter Eva, Palffy
Séandor, Imrecze Zoltdnné, Karddi Kéarolyné, Abonyi Magda és Békefi Zsuzsa, valamint Kuti Gusz-
tavné, Hasmann Karolyné, Nagy J6zsefné, Terei Andrasné, Palfalvi Jézsefné, Sztrokayné Foldvari
Vera, Kovacs Csongorné, Csahdczi Erzsébet, Torok Judit) készitették, lektordltak (Lajos Jozsefné,
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Palmay Lérant, Pogats Ferenc). A feladatgy(jteményt dr. Urbdn Janos (1940-2012) allitotta Ossze,
a lektor dr. Reiman Istvan (1927-2012) volt. A kiadvanyok felel6s szerkesztdje is Urban Janos volt.
Ezek az anyagok sikeresek, népszertiek voltak, sok ezer példanyban jelentek meg.

Az 4j anyagok alapjan mi{ikodd tehetséggondozé munkahoz, az 1971-72-es tanévt6l kezdédGen
versenyeket is szervezett a TIT matematikabdl. El8szor csak az 5—6. osztdlyosok részére. A tobbi
évfolyam szdmara akkoriban az Uttord Szovetség és a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szervezte a
matematikaversenyeket. A versenyek a tehetségkutatast, a tehetségek kivalasztasat szolgéltak.

Urban Janos 1974-t61 a TIT Matematikai Valasztmanydnak titkdra lett, és javaslatdra a versenyt
1977-t61 Kalmar Laszl6 (1905-1976) tiszteletére ,,Kis Matematikus Barati Korok Kalmar Laszl6 Ver-
senyének” nevezték el.

Kalmar Laszl6 vildgszerte ismert tuddstandr, az MTA rendes tagja, a matematika tudomanyok
doktora, aki a szdmitdstechnika, szamitdstudomanyok terén Gtt6r6 munkat végzett. Tobb éven at volt
a TIT Matematikai Valasztmanyéanak elnoke, ahol tobbek kozott a KMBK versenyek €s mas, tehetsé-
geket felkutato és felkarolo rendezvények védnokeként, versenybizottsagok elnokeként a matematika
népszerdsitésének lelkes timogatdja volt.

A Kalmar L4szl6 Matematika Verseny hamarosan kiterjedt a 7-8. évfolyamokra, késdbb a 3—4. év-
folyamokra is. Az 1980-as évek végétdl e verseny szervezését a TIT Teleki Laszl6 Ismeretterjesztd
Egyesiilet vette at, majd a 2012-2013-as tanévtdl Gjra a TIT Szovetségi Iroda irdnyitdsdval szervezo-
dik ez a verseny.

A Kalmar L4szl6 Matematika Verseny az 5-8. évfolyamok részére 3 fordulds. Az iskolai, majd
megyei fordul6 utdn az orszagos dontdn két feladatsort oldanak meg a versenyz6k. Az iskolai fordul6t
kovetd megyei fordulon kozpontilag készitett feladatsort oldanak meg a versenyzdk, és egységes,
kozpontilag készitett javitdsi itmutatd alapjan torténik a javitds, értékelés.

A Kalmar Laszl6 Matematika Verseny megyei szintd, illetve dont6s feladatsorait és a hozzajuk
kapcsolddo javitdsi utmutatdkat 1977-t61 2012-ig Urbédn Jéanos éllitotta dssze. Az érdekes, gondolkod-
taté feladatokat éveken at gydjtotte, csiszolta, érlelte, alakitotta. Ebben az alkoté munkdban kival6
tarsa, lektora volt Reiman Istvdn, aki a magyar matematikai olimpiai csapat felkészitdje volt tobb
évtizeden at. Kival6 €s példas egylittmiikodésiik a tisztességet €s a nyugalmat sugarozta.

E két neves tanaregyéniség munkdja kovetkeztében kincset érd versenyfeladatok sziilettek az 4l-
taldnos iskoldsok szamara. Ezek a feladatok a tanult ismeretek rafindlt alkalmazdsat, eredeti gondol-
kodast, otletességet és kreativitast igényld, nyilt végi kiilonleges feladatok.

A két kitlin6 szakember a verseny tisztasdganak biztositdsaval, a gyonyori feladatokkal, azok vél-
tozatos megoldadsi modszereivel, a dontds feladatok megoldédsainak helyszini, szébeli ismertetésével
olyan versenykultirat, igényességet, szinvonalat, szellemiséget alakitott ki a Kalmar Laszl6 Matema-
tika Versenyen, melynek dpoldsa a ma matematikatandrainak értékmegdrzé kotelessége.

A 2012-es év dontdjének feladatait még Urbdn Janos gydjtotte, taldlta ki, de a hivatalos meg-
old4sokat mér Kiss Sandor készitette el. A 2013-as évben Kiss Sandor volt az 5-8. osztilyos teljes
verseny szakmai vezetdje, igy O taldlta ki a feladatokat, 6 készitette a javitasi itmutatokat és feliigyelte
a javitast.

Reiman Istvan és Urbédn Janos a magyarorszdgi matematikatanitds két, meghatarozé egyénisége
volt. Felkésziiltségiikkel, szerénységiikkel, a matematika és a tanitvanyok irdnti aldzatukkal mind-
nydjunk szamdra példat mutattak. Tanitottak a kozoktatasban és a felsGoktatdsban egyardnt. Szamos
konyv, tankonyv, feladatgy(jtemény, cikk Orzi emlékiiket. Nemzedékek egész sordval szerettették
meg és ismertették meg a matematikat. Példas életiikkel tisztességbdl, kitartasbol, fegyelmezettség-
bdl, szakmai €s emberi méltésagbdl példamutatast adtak.

Osszegyfijtott feladataikkal és azok megolddsdval tisztelgiink emlékiik el&tt.

Bizunk abban, hogy az olvasék szdmara — legyenek azok akdrmilyen id6sek — szép élményeket,
meglepd otleteket, hasznosithatd ismereteket jelent e konyv tanulmanyozésa.
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XXXVI. VERSENY 2006-07.

FELADATOK

/—m Megyei fordul6

1. Ot pozitiv egész szdm Osszege 20. Mit 4llithatunk az 6t szdm szorzatdrdl, paros vagy paratlan
szam? Allitasodat indokoljad!

2. Valamelyik évben harom egymast kovetd honap mindegyikében 4 vasarnap volt. Melyik hdrom
hoénap lehetett ez?

3. Adj meg 100 darab olyan pozitiv egész szdmot, hogy a szamok Osszege
egyenld legyen a szorzatukkal! (A szdmok nem feltétleniil kiilonbo-

z0k!) O

4. Az abran lathat6 L alakud alakzat harom egybevagd (egyforma) négy-
zetbdl 4ll. Bontsuk fel ezt az alakzatot négy egybevagd (egyforma)
alakzatra!

- J

M Megyei fordulo

1. Bontsd fel a kovetkezd tizjegyl szdmot két, egymast kovetd pozitiv egész szdm szorzatdra:

1111122222. O

2. Egy kocka csucsaihoz irjuk oda az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokat ugy, hogy a kocka barmelyik lapja-
nak négy csucsahoz irt szdmok Osszege ugyanannyi legyen, mint a szemkozti lap négy csucsihoz
irt szdmok Osszege.

3. Egy csaladban hat gyerek van, ebben az évben minden gyerek életkora primszam. A legfiatalabb
utan kovetkezd ot gyerek sorra 2,6,8,12, 14 évvel 1dOsebb a legfiatalabb testvérénél. Hany éves a

hat gyerek? °

4. Legfeljebb hany pontban metszhetik egymdst két négyszog oldalai (a négyszogek oldalegyenesei
kiilonboz6k)? Es hany metszéspontja lehet egy hatszog és egy négyszog oldalainak (itt sem lehet
azonos két oldalegyenes)? °

- J
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Feladatok

XXXVI. verseny 2006—07.

M Megyei fordulo

1. Mutasd meg, hogy a tizes szdmrendszerben felirt

1111112111111

tizenharom jegy(li szdm Osszetett szam, azaz felirhat6 két, 1-nél nagyobb egész szdm szorzataként!

2. Az ABCD négyszog téglalap, P,Q,R,S a megfeleld
oldalak harmadol6 pontjai. Hanyad része a PORS pa- D R C
ralelogramma teriilete az ABCD téglalap teriiletének?

O s

3. Legfeljebb hiany olyan hénap lehet egy évben, amely-

ben 6t péntek van? ° Q
4. Van-e olyan haromjegyt, tizes szamrendszerben fel-
irt szdm, amelynek 25 pozitiv osztdja van? O 4 P B

5. Az ABCD paralelogramma CD oldaldn van az E pont. Tudjuk, hogy AD = BD, BE = DE és
BC = EC. Mekkordk a paralelogramma szdgei? °

- J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Melyik az a harom (pozitiv) primszdm, amelyeknek szorzata
egyenld Osszegiik 7-szeresével? o 3 4

2. Egy téglalapot négy téglalapra vagtunk szét, ezek teriilete:
3,4,5 és x. Mennyi x értéke? O

3. Igazoljuk, hogy a kovetkezd, 4012 = 2-2006 tagi Osszeg érté-
ke 5/6-ndl nagyobb, de 3/2-nél kisebb:

CNVINL I SIS N Y (N SIS B ©
2007 2008 ' 2009 ' T 4012 4013 76017 ' 6018 )

4. Az A véarosbodl B-be indul egy gyalogos, ezzel egy idoben B-bdl A-ba indul egy kerékparos. Mind-
ketten dlland6 sebességgel haladnak. Az indulds utdn 1 6rdaval a gyalogos egyenld tdvolsagra lesz
A-tdl és a kerékparostol. Még eltelik egy negyed 6ra és taldlkoznak. Mennyi ideig tartott a gyalo-
gos utja A-bol B-be?

5. Az ABCD konvex négyszogben a B és D csucsndl 1év6 szogek 90°-osak, és AB = BC. Tudjuk még,
hogy a B cstcsnak az AD egyenest6l mért tavolsaga 2 egység. Szamitsuk ki a négyszog teriiletét!

- J
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Feladatok

XXXVI. verseny 2006—07.

5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy apa most hdromszor olyan id8s, mint a fia. Ketten egyiitt 44 évesek. Héany éves az apa, és
hany éves a fia most? Hany év mulva lesz az apa kétszer annyi id6s, mint a fia?

2. Az ABCD négyzetet papirbol vagtuk ki (az A és a C csucs a négyzet egyik atlgjanak két végpontja).
Jelolje E az AB oldal felezGpontjat. Az EC egyenes mentén behajtjuk a papirlapot, igy lesz egy
kétrétegli és egy egyrétegii része a négyzetnek. Hanyad része a négyzet teriiletének az egyrétegli
rész?

3. Melyek azok a kétjegyli szamok, amelyeket 13-mal osztva a kapott maradék annyi, mint a szdm
11-gyel val6 osztdsakor kapott hdnyados, és a 11-gyel val6 osztaskor kapott maradék is annyi, mint
a 13-mal val6 osztaskor kapott hanyados?

27 L2

4. A kovetkezd tabldzatbol Andris és Béla felvaltva kihiznak egy-egy szdmot gy, hogy a végén csak
egy szam marad. Kideriilt, hogy az Andris éltal kihizott szamok 0sszege haromszorosa a Béla 4ltal
kihizott szdmok 0sszegének. Melyik szam maradt meg a végén a tablazatban?

123
456
789
©

- J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Hény olyan, tizes szdmrendszerbeli paros otjegyli szdm van, amelyben a szdmjegyek kiillonbozok?

©

2. Két pozitiv egész szam Osszege 726. Ha a nagyobbik szam utolsé jegyét, a O-t elhagyjuk, akkor a
kisebbik szamot kapjuk. Melyik ez a két szdm?

3. Rendelkezésiinkre 4ll annyi egységkocka, amennyire sziikségiink van, ezeknek a lapjai fehérek.
A lehetd legkevesebb kocka befestésével el akarjuk €rni, hogy 0ssze tudjunk éllitani egy kiviil
piros, azutdn egy kiviil zold, majd egy kiviil kék 2x2x2-es kockdt. Ugyanazokat a festett egy-
ségkockakat a kiillonb6z6 szint kockdkhoz felhasznalhatjuk. Legkevesebb hany egységkockat kell
befesteniink és hogyan, hogy ezt megvaldsitsuk?

4. Réka 10 évvel fiatalabb, mint az unokatestvére, Barnabds. Egy év milva Barnabds haromszor
olyan id&s lesz, mint Réka. Hany éves most Réka, és hany éves Barnabas? o

- J
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Feladatok

XXXVI. verseny 2006—07.

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Szamitsd ki a hdromjegy tizes szamrendszerbeli szamok szamjegyeinek 0sszegét! o

2. Az ABC haromszog A csucsbol indulé magassagvonala az AB oldallal fele akkora szoget zar be,
mint az AC oldallal. Ugyanigy a B csucsbol indulé magassagvonal is fele akkora szoget zar be az
AB oldallal, mint a BC oldallal. Mekkorak a haromszog szogei? O

3. Melyek azok az a, b, ¢ szamjegyek, amelyekre teljesiil, hogy aa, bb, cc kétjegyi tizes szdm-
rendszerbeli szamok Osszege az a haromjegy( szdm, amelynek €els0 jegye a, a masodik jegye b,
harmadik jegye c: abc?

4. Nyolc azonos méretli szabalyos dobdkockabdl egy nagyobb kockat épitiink. Legfeljebb mennyi
lehet a nagy kocka felszinén lathat6 pontok szdma? (A szabdlyos dobdkockédn barmely két szem-
kozti lapon a pontok dsszege 7.) °

- J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Egy kocka lapjaira rdirtuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmokat (minden lapra egyet). Ezutdn minden élhez
odairtuk az élben taldlkoz6 két lapra irt szamok 6sszegét. VEgiil minden cstics mellé irtuk az adott
csucsban taldlkoz6 harom élre irt szdmok Osszegét. Mennyi lesz egy testatld két végpontjdban
elhelyezkedd csicsokhoz irt szamok 0sszege?

2. Széamitsd ki a kovetkezd Osszeget:
14+2—-3—44546—7—8+9+10—11—12+...+2001+2002—2003—-2004+2005+2006—2007
(két pozitiv elgjeli tag utdn két negativ elgjeldi jon, ismét két pozitiv, és igy tovabb). 0

3. Egy 16 egységnégyzetbdl felépiild 4 x4-es négyzet bal felsd egységnégyzetét kivessziik. A meg-
marado 15 egységnégyzetbdl all6 alakzatot bontsuk fel egyenes szakaszokkal

(a) 5 egybevagd (egyforma) részre,
(b) 3 egybevagé (egyforma) részre! °

4. Van-e olyan kétjegy, tizes szamrendszerbeli szdm, ami egyenl szamjegyei szorzatdval? Allita-
sodat indokoljad meg! o

- J
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7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy szamsorozat elsd tagja 3, masodik tagja 2, és a masodik tagtdl kezdve minden tagot ugy
szamitunk ki, hogy a két, vele szomszédos tag szorzatit eggyel csokkentjiik. Mi lesz a sorozat
111-edik tagja? Mennyi lesz a sorozat elsé 100 tagjanak 6sszege? Q

2. A 2007-et hanyféleképpen lehet eldéllitani legalabb kettd, egymast kovetd paratlan szam Osszege-
ként? Ird fel az dsszes lehetséges elGallitast! °

3. Az ABCD négyzet belsejében a P pont, rajta kiviil a O pont ugy helyezkedik el, hogy CPD és
BQC szabalyos haromszogek (A és C a négyzet szemkozti csticsai). Igazoljuk, hogy A, P és Q egy
egyenesre illeszkednek!

2

4. Hény éves ebben az évben (2007-ben) az a férfi, aki az n° évszdmmal jelolt évben lesz n éves? 0

5. Adj meg 100 kiilonboz6 pozitiv egész szamot ugy, hogy az 6sszegiik 5051 legyen! o

- J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Az x,y,z paratlan (pozitiv) primszamok, és
x+40y+ 600z = 2007.

Mik lehetnek x,y és z értékei? o

2. Az ABC haromszogben a BE és CF szogfelezOk metszéspontja O (E az AC, F az AB oldalon van).
Tudjuk, hogy AFC<t = 80°, és az EOC< = 50°. Hatarozzuk meg az ABC haromszog szogeit! o

3. Héany olyan hatjegy(, tizes szamrendszerbeli szdm van, amelynek szamjegyei kiilonbozok, és a
szam oszthat6 25-tel? 0

4. Egy derékszogli haromszog oldalai hosszanak szorzata kétszerese a haromsz6g harom magassiga
szorzatanak. Mekkordk a haromszog hegyesszogei?

add 1Y% ~ Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy 3202 453210 | &sszetett szam! o

2. Egy trapéz két parhuzamos oldala 3 és 7 egység. Az ezekkel az oldalakkal parhuzamos 6 egység
hosszu szakasz a trapézt két trapézra bontja. Mekkora a két trapéz teriiletének ardnya?

3. Az 1,2,3,...,9,10 szdmokat lefrjuk valamilyen sorrendben. Ezutdn minden szdmhoz hozzdadjuk
azt a sorszamot, ahdnyadik a leirt sorban. Igazoljuk, hogy a kapott 6sszegek kozott biztosan lesz
kettd, amelyik ugyanarra a szdmjegyre végzddik! o

4. Az 4bran lathat6 félkor teriilete r. Az ABCD fél-
kort a B és C pontok harom, egyenld hosszu ivre
bontjak. Mennyi az ABC sikidom teriilete? o

5. A 2007 négyjegyli szamhoz irjunk jobbrdl hozz4 3
szamjegyet Ugy, hogy a kapott hétjegy tizes szadm-
rendszerbeli szdm oszthatd legyen 7-tel, 9-cel és
11-gyel is! O 4 D

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Mely pozitiv egész x-re igaz, hogy

K+ 172+ 60

egy egész szam négyzete? o

2. Az ABC hegyesszogii hdromszog egy P bels6 pontjdn 4t
parhuzamosokat hizunk az oldalakkal. Az dbrdn megje-
161tiik a parhuzamosok oldalakkal valé metszéspontjait.
Igazoljuk, hogy az A;B1C; haromszog teriilete egyenld
az Ay B>C; haromszog teriiletével.

3. Ricsi egy unalmas délutdnon leirta egy darab papirra a
pozitiv egész szamokat 1-t6] kezdve valameddig. Mas-
nap csak annyit drult el, hogy a leirt paros szdmok Ossze- A
gének €s a leirt paratlan szdmok 6sszegének ardnya %. Meddig irta le a szdmokat Ricsi? O

4. Igaz-e, hogy
2006299 _ 2008

oszthaté 2007-tel? O

- J

addé 1Y% ~ Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany
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MEGOLDASOK

/—m Megyei fordulo

1. Ot pozitiv egész szam osszege 20. Mit 4llithatunk az 6t szdm szorzatdrdl, paros vagy paratlan
szam? Allitasodat indokoljad!

Szamok szorzata pdratlan csak ugy lehet, ha mind pératlan. Viszont 6t paratlan szdm Osszege nem
lehet 20, hiszen 6t paratlan szam 0sszege pdaratlan lenne. Azaz a szorzat csak paros lehet. o

2. Valamelyik évben harom egymadst kovetd honap mindegyikében 4 vasdrnap volt. Melyik hdrom
honap lehetett ez?

Hérom olyan egymadst kovetd hénapban, ahol legaldbb 2 -30+ 31 = 91 nap van, nem lehetett.
Mivel % = 13, ez 13 hét, tehat ezekben legaldbb 13 vasarnap van. A hdrom hoénap olyan lehetett
csak, amelyikben szerepel a februdr: janudr, februiar (nem szok6éves februdr), marcius, vagy
februar, marcius, aprilis. Ez mindkét esetben 1étre is johet: ez tortént 2007-ben, illetve 2010-ben.

o

3. Adj meg 100 darab olyan pozitiv egész szdmot, hogy a szdmok 0sszege egyenld legyen a szorza-
tukkal! (A szamok nem feltétleniil kiillonbozok!)

Sokféleképpen meg lehet adni 100 ilyen szamot. Példaul: 98 darab 1, 1 darab 2 és 1 darab 100. A
szamok Osszege: 98 -1+ 2+ 100 = 200, szorzata: 1-1-...-2-100 = 200. o

4. Az 4bran lathat6 L alakd alakzat harom egybevagé (egyforma) négyzetbdl dll. Bontsuk fel ezt az
alakzatot négy egybevigé (egyforma) alakzatra!

A fenti abrakon harom lehetséges megoldas lathato. o

- J
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M Megyei fordulo

1. Bontsd fel a kovetkezd tizjegyl szamot két, egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzatéra:

1111122222.

Vizsgaljunk meg hasonld, de kisebb szamokat:

12=3-4
1122 =33-34
111222 =333.334

Ezeket ha észrevettiik, akkor mar nem meglepd, hogy 33333 -33334 = 1111122222. o

2. Egy kocka csucsaihoz irjuk oda az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokat ugy, hogy a kocka barmelyik lapja-
nak négy csucsdhoz irt szamok 0sszege ugyanannyi legyen, mint a szemkozti lap négy cstcsdhoz
irt szdmok Osszege.

Vegyiik el6szor észre, hogy
1+2+34...+8=36.

Mivel két szemkoztes oldal esetén mind a 8 csics egy-
szer fog szerepelni az Osszegben, igy minden oldalon
a 4 csucsba irt szamok 6sszege 18. Némi keresés utdn
adodik az 4bran lathatd egyik lehetséges megoldas.

3. Egy csalddban hat gyerek van, ebben az évben minden gyerek életkora primszdm. A legfiatalabb
utdn kovetkez6 ot gyerek sorra 2,6,8,12, 14 évvel idGsebb a legfiatalabb testvérénél. Hany éves
a hat gyerek?

Jeloljiik a legfiatalabb gyerek életkorét p-vel. Ekkor a tobbiek p+2,p+6,p+8,p+12¢és p+ 14
évesek. Vizsgéljuk meg, hogy milyen maradékot adhat p 5-tel osztva? Ha 1 maradékot ad, akkor
p+ 14 oszthat6 5-tel. Ez nem lehet, hiszen p 4 14 is prim lenne, €s ha oszthat6 5-tel, akkor csak 5
lehetne, de akkor p = —9 lenne, ami nyilvan lehetetlen. Hasonléan, ha p 2 maradékot adna, akkor
p+ 8 lenne 5-tel oszthato, ha 3-at, akkor p 4 12, ha 4-et, akkor pedig p 4+ 6. Maradt az egyetlen
lehetdség, hogy p oszthat6 5-tel. Ekkor p = 5 lehetséges csak, ami meg is felel, mert 7,11,13,17
és 19 is prim.

4. Legfeljebb hany pontban metszhetik egymast két négyszog oldalai (a négyszogek oldalegyenesei
kiilonboz3k)? Es hany metszéspontja lehet egy hatszog és egy négyszog oldalainak (itt sem lehet
azonos két oldalegyenes)?

Ha minden oldalegyenes kiilonbozik, akkor barmely két egyenesnek legfeljebb 1 kdzos pontja
lehet. Igy az elsG esetben legfeljebb 4 -4 = 16, a mdsodik esetben legfeljebb 6 -4 = 24 metszéspont
keletkezhet. Az alabbi dbrdkon lathatd, hogy ezeket meg is lehet valdsitani.

addé 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 14
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M Megyei fordulo

1. Mutasd meg, hogy a tizes szamrendszerben felirt

1111112111111

tizenhdrom jegyli szam Osszetett szam, azaz felirhato két, 1-nél nagyobb egész szdm szorzataként!

Eszrevehetjiik, hogy hasonld, de kisebb szamok esetén igaz az 4llitds:
121 =110+ 11=11-11
11211 =111004+ 111 =111-101.

Ennek alapjan
1111112111111 =1111111000000+ 1111111 =111111-10000001. o

2. Az ABCD négyszog téglalap, P,Q,R,S a megfelel§ oldalak harmadold pontjai. Hanyad része a
PQORS paralelogramma teriilete az ABCD téglalap teriiletének?

D R C
S

0
A P B

Legyen az AB oldal hossza a, a BC oldalé pedig b. Ekkor a téglalap teriilete ab. Az APS hdromszog
teriilete kilencede a téglalapnak, hiszen AP hossza 5, mig AS hossza % Igy a teriilete
8.2 _ab

2 9
Ugyanez elmondhaté a CRQ, BOP és DSR hiromszogekrdl. Igy ezek a haromszigek a téglalap
teriiletének g—ét teszik ki, vagyis a PQORS paralelogramma teriilete g—e a téglalap teriiletének.

Typs =

3. Legfeljebb hany olyan hénap lehet egy évben, amelyben 6t péntek van?

Minden hénapban van legaldbb 4 péntek, hiszen a legrovidebb honapban is van 28 nap. 5 péntek-
nél tobb egyetlen honapban sincs, hiszen ahhoz legalabb 5 - 7+ 1 napos kéne lennie egy honapnak,

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 15
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de ilyen nincs. Tehdt egy honapban 4 vagy 5 péntek van.

Elképzelhetd, hogy egy évben 5 olyan hénap van, amelyek mindegyikében 5 péntek van. Ha
januar 1-je péntek, és az év nem szok&év, akkor janudrban, dprilisban, jiliusban szeptemberben és
novemberben is 5 péntek lesz.

5-nél tobb ilyen honap azonban nem lehet. Ha 6 ilyen honap lenne, akkor ez 6 - 5 hetet jelentene,
és a maradék 6 honapban is lenne legaldbb 4 péntek, ami 6 - 4 hét. Ez 6sszesen 54 hét lenne, ami
érinti az évet, vagyis az évben legaldbb 53 -7 + 1 = 372 napnak kellene lennie. Errdl azonban
tudjuk, hogy nem lehetséges.

Ezekbdl egyiittesen kovetkezik, hogy legfeljebb 5 ilyen hénap lehet egy évben. o

4. Van-e olyan hdromjegyd, tizes szdmrendszerben felirt szdm, amelynek 25 pozitiv osztéja van?

Egy szdm osztdinak szamat igy kapjuk meg, hogy a primtényezds felbontasban minden kitevéhoz
egyet adva, a kapott szdmokat Osszeszorozzuk. Most ezeknek a szdmoknak a szorzata 25. Ezt
kétféleképpen kaphattuk, vagy egy prim van a 24-edik hatvanyon, vagy pedig két prim szerepel
a szdm primfelbontdsiban és az alakja p*q*. Az els6 esetben a szdm legaldbb 224 = 16777216,
vagyis ilyen alaku 3-jegyli szdm nem létezik. A mdsodik esetben a legkisebb lehetséges szam a
24.3% = 1296. Ebbél kovetkezik, hogy nincs a feladat feltételeinek megfelels szam.

5. Az ABCD paralelogramma CD oldaldn van az E pont. Tudjuk, hogy AD = BD, BE = DE és
BC = EC. Mekkorék a paralelogramma szogei?

27 2

Tekintsiik a kovetkezs abrat.

D E C
20,

g 20

A B

Az azonos szinll szakaszok egyenld hosszuak a feltételekbdl adédéan. AD = BC, hiszen ABCD egy
paralelogramma. AD = BD és BC = EC miatt azonos hossztisaguak a kék szakaszok. A BE = DE
feltétel miatt azonos hosszisagu a két piros szakasz.

Vizsgéljuk meg a szogeket. DAB<t = DCB<, hiszen egy paralelogramma szemkozti szogei egyen-
16k. Legyen ez a szog o. Ekkor DAB<t = DBA< = ., hiszen az ABD haromszog egyenl&szaru.
BDC< = «, hiszen a CDB hdromszog is egyenldszard. Ebbdl kapjuk, hogy DBE< = a, hiszen
a DEB haromszog is egyenloszaru. CEB< = 2, mivel kiilsd szoge az EDB haromszognek, és
arrél mar tudjuk, hogy a megfeleld két szoge éppen o nagysdgi. Mivel ECB hdromszog is egyen-
16széra, igy EBC< = 2. Latjuk, hogy a BC oldalon fekv6 két szog Osszege Sa, masrészt egy
paralelogramma egy oldalan fekvé szogek Ossze 180°. Vagyis o = 36°. Tehat a paralelogramma
szogei 36° és 144, O

- J
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8. osztaly Megyei fordulo

1. Melyik az a hdrom (pozitiv) primszam, amelyeknek szorzata egyenld 0sszegiik 7-szeresével?

A harom primszdm legyen p,q és r. A feltétel szerint

par="1(p+q+r).
Mivel a jobb oldal oszthat6 7-tel, ezért a bal oldal is. Ez csak ugy lehetséges, ha p,q és r koziil az
egyik 7. Legyen r =7, igy ezt kapjuk:

pq=p+q+T7.

Ebbdl

(p—1)(g—1)=8
adodik. A 8-at kell két tényezd szorzatava bontanunk gy, hogy mindkét tényez6hoz egyet adva
primszdmot kapjunk. Az 1 -8 nem megfeleld, mivel 8 +1 =9 nem primszam, de a 2 -4 megfelel,

ugyanis 3 és 5 is primszam. Vagyis egyediil a 3,5 megoldds lehetséges, igy a harom primszam:
3,5és7.

2. Egy téglalapot négy téglalapra vagtunk szét, ezek teriilete: 3,4,5 és x. Mennyi x értéke?

3 4

Nevezziik el a négy kozépso szakaszt az dbran lathaté médon.

Els6 megoldas: A négy téglalapra felirhatjuk a teriiletiik képle-

tét: a b
a-p=3, b-p=4, a-gq=x, b-g=>5.

Vagyis 4-x=(b-p)-(a-q)=(b-q)-(a-p)=5-3=15.
Innét x = %.

Masodik megoldds: Az anyilvan %—e b-nek, hiszen a bal fels6 téglalap teriilete %—e a jobb felsének,
és a p hosszu oldaluk kozos. Ebbd] kovetkezben a bal alsé téglalap teriilete %—e a jobb alsonak,

hiszen a g kdzos oldaluk. Ebbdl kovetkezéen x = % 5= %. o

3. Igazoljuk, hogy a kovetkezd, 4012 = 2 - 2006 tagi Osszeg értéke 5/6-nédl nagyobb, de 3/2-nél
kisebb:

1 1 1 1 1 1 1
(2007 g 2008 u 2009 ot 4012) * (4013 ot 6017 * 6018) ;
Az 0sszeg elsd 2006 tagjat csokkenthetjiik, ha mindegyik helyett a legkisebbet, vagyis ﬁ—t

frunk. Ugyanigy a mdsodik 2006 tag helyett is a legkisebbet, azaz ﬁ—ot irva még inkabb
csokken az Osszeg. Vagyis

1 1 1 1 1 1 1 2 5
— ..+ — —F .+ —— ] >2006- —— +2006: —— = -+ - = —.
(2007+ +4012)+<4013+ +6018) 4012+ 6018 2+3 6
add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 17
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Hasonl6 médon az elsé 2006 tag mindegyike helyett nagyobbat irva és a kovetkezd 2006 tag
helyett is a nagyobbat irva kapjuk, hogy

1 1 1 1 1 1 1 3
— ..+ — .+ 2006 —— 42006 —— =1+ - = —.
(2007+ +4012) + <4013 * +6018) <2006 2006+ 006 4012 +2 2

Ezzel mindkét allitast bizonyitottuk. o

4. Az A varosbdl B-be indul egy gyalogos, ezzel egy id6ben B-bdl A-ba indul egy kerékparos. Mind-
ketten dlland6 sebességgel haladnak. Az indulds utdn 1 6raval a gyalogos egyenld tavolsagra lesz
A-tdl és a kerékparostol. Még eltelik egy negyed 6ra és taldlkoznak. Mennyi ideig tartott a gya-
logos ttja A-bdl B-be?

Készitsiink abrat. A gyalogos A-bdl C-be, a kerékpdros B-bdl D-be ér 1 6ra alatt.

X by y
A c D B

A C és D kozti x kilométer tavolsdgot ketten 1/4 6ra alatt teszik meg, tehat
%x + zlly =X.

Ebbdl kapjuk, hogy y = 3x, vagyis, hogy a kerékparos 3-szor gyorsabb a gyalogosndl. A taldlkozési
pontig a gyalogos 1% orat haladt, és mivel B-bdl ennyi id6 alatt ért oda a kerékparos, ezért a
gyalogosnak még 3-szor ennyi ideig fog tartani eljutni B-be. Vagyis 0sszesen

1 1 _
l3+3-1;=5
oOrara lesz sziiksége. o

5. Az ABCD konvex négyszogben a B és D cstcsnal 1év6 szogek 90°-osak, és AB = BC. Tudjuk
még, hogy a B csicsnak az AD egyenest6l mért tdvolsdga 2 egység. Szamitsuk ki a négyszog
tertiletét!

Hasznéljuk az aldbbi abra jeloléseit, vagyis le- D
gyen E a B csics merdleges vetiilete az AD ol- E
dalon.
Forgassuk el az AE B haromszoget a B csucs ko-
riil 90°-kal. Mivel ABC< = 90° és AB = BC,
ezért az AB szakasz elforgatottja a CB szakasz
lesz. Legyen az E elforgatds utdni képe F'. Az
elforgatds miatt BFC< = 90°. Mivel BE merd- F
leges AD-re, ezért a 90°-os elforgatds utan a ké-
pe parhuzamos lesz AD-vel. A DCF< = 180°, B
hiszen
DCF < = BCD<+ BCF< = BAD<+ BCF< = 180°.

Ez azért igaz, mert az ABCD négyszogben van két derékszog, igy a maradék két csicsndl 1évo
szog Osszege 180°. Tudjuk azt is, hogy BE = 2, illetve BE = BF . Ebbdl kovetkezik, hogy BEDF
négyzet, aminek az oldala 2 egység. Viszont ABCD teriilete megegyezik BEDF teriiletével, vagyis

Tapcp = 4.

- J
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1. Egy apa most haromszor olyan id6s, mint a fia. Ketten egyiitt 44 évesek. Hany éves az apa, és
hany éves a fia most? Hany év mulva lesz az apa kétszer annyi id6s, mint a fia?

Jelolje a az apa, és f a fia életkorat. A feladat szerint a = 3f, és a+ f = 44. EbbOl 4 = 44, azaz
f =11, tehat az apa 33 éves, fia 11 éves. n év mulva az apa 33 +n, a fia 11 4+ n éves lesz. Azt
szeretnénk, hogy 33 +n =2 (11 +n) teljesiiljon, azaz 33 +n = 22 + 2n, amibdl kovetkezik, hogy
n = 11. Tehat 11 év mulva lesz az apa kétszer annyi id8s, mint a fia. o

2. Az ABCD négyzetet papirbdl vagtuk ki (az A és a C csics a négyzet egyik 4tljanak két vég-
pontja). Jelolje E az AB oldal felez6pontjat. Az EC egyenes mentén behajtjuk a papirlapot, igy
lesz egy kétrétegli és egy egyrétegli része a négyzetnek. Hanyad része a négyzet teriiletének az
egyrétegli rész?

D

A E B

A hajtds utdn a B csiics a B’ csucsba keriil, mint az abran. Az egyrétegii rész teriiletét meg-
kaphatjuk, ha az ABCD négyzet teriiletébdl kivonjuk a EBC és EB'C hdromszogek teriiletét. A
hajtds miatt az EBC és EB'C hiromszdgek teriilete egyenld. Az EBC haromszog 4 egybevagd
példanya (1d. dbra) lefedi az ABCD négyzetet. Tehat az ABCD négyzet teriiletének a negyede az
EBC héromszog teriilete. Az ABCD négyzet teriiletének a fele az EBC és EB'C haromszogek
teriiletének az Osszege. Tehat az egyrétegli rész teriilete a négyzet teriiletének a fele. o

3. Melyek azok a kétjegyll szamok, amelyeket 13-mal osztva a kapott maradék annyi, mint a szam
11-gyel val6 osztdsakor kapott hanyados, és a 11-gyel val6 osztaskor kapott maradék is annyi,
mint a 13-mal val6 osztiskor kapott hanyados?

Legyen az n keresett szdm 13-as osztdsi maradéka b, a hanyados a. Ekkor n = 13-a+b. Ha-
sonléan n = 11-x+y. A feladat szerint a =y és b = x, azaz 13-a+b = 11 - b+ a, ahonnan
12-a=10-b, tehat 6-a =5-b. a és b egész szamok, minden megoldds az a = 5 és b = 6 egy
tobbszorose. Ha a = 0 és b = 0 akkor n = 0, ami nem kétjegyli. Haa =5 és b = 6 akkor n = 71.

Ha a =10 és b = 12 akkor mar n > 100. Tehat egy ilyen kétjegyli szam van, a 71. o
4. A kovetkez6 tdblazatbol Andris és Béla felvdltva kihiznak egy-egy sza- 1 2 3

mot Uigy, hogy a végén csak egy szdm marad. Kideriilt, hogy az Andris

altal kihdzott szdmok 6sszege hdromszorosa a Béla altal kihdzott szamok 415 6

Osszegének. Melyik szdm maradt meg a végén a tabldzatban?

Legyen a megmaradt szdm m, és x a Béla altal kihuzott szdmok 0Osszege. 71 819

Ekkor az Andris 4ltal kihdzott szamok Osszege 3x, azaz az 6sszes kihuzott
szam Osszege 4x. A tablazatban szerepld Osszes szdm Osszege 1 +2 4 ...+ 9 = 45. Tehat
45 = 4x+m. Ha x > 12, akkor 4x > 48, m nem lehetne pozitiv. Ha x = 11, akkor m = 1. Viszont
ekkor a Béla dltal kihdzott szdmok 0sszege legalabb 2+ 3 +4+45 = 14 > 11, ami nem lehet.
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Ha x = 10, akkor m = 5, ami lehet. Ekkor a Béla altal kihuzott szdmok Osszege legalabb
1+243+44 =10, tehat az is kideriilt, hogy ki melyik szdmot huzta ki. x < 9 nem lehet, mert a
Béla 4ltal kihuzott szamok 0sszege legaldbb 142 +3 44 = 10.

A végén a tablazatban az 6t0s szdm maradt. o

- J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Hény olyan, tizes szdmrendszerbeli paros 6tjegyli szdm van, amelyben a szdmjegyek kiillonb6zok?

Mivel a szdm péros, igy az utolsé jegye is paros. Ha az utolsé jegy a 0, akkor az els6 jegy 9
féle lehet, a masodik jegy a maradék 8 szdmjegy koziil vélaszthaté ki. A harmadik jegyre
7, a negyedikre 6 lehetéségiink marad. Igy O-ra végz6dd kiilonbdzs jegyd Stjegyl szambdl
1-9-8-7-6 =3024 van.

Ha az utolsé jegy 2,4,6 vagy 8, akkor az els jegy 8 féle lehet, mert nem lehet sem 0, sem az
utolsé jegy. A madsodik jegy a maradék 8 szamjegy koziil vélaszthatd ki (ez mar lehet O is). A
harmadik jegyre 7, a negyedikre 6 lehet&ségiink marad. Igy most 4-8-8-7-6 = 10752 lehetGség
van. Tehat 6sszesen 3024 4- 10752 = 13776 ilyen szdm van. o

2. Két pozitiv egész szam Osszege 726. Ha a nagyobbik szdm utolso jegyét, a O-t elhagyjuk, akkor a
kisebbik szamot kapjuk. Melyik ez a két szdm?

A nagyobb szdm kisebb mint 726, tehét legfeljebb haromjegy(i. Kétjegyli nem lehet, mert akkor
az 6sszeg nem érheti el a 726-t. A nagyobb szam legyen ab0, ahol a és b szdmjegyek. Ekkor a
kisebbik szdm ab alaki. Mivel az 6sszegiik 726, igy b = 6. A tizes helyiértéken 2-nek kell llnia,
azaz a = 6. A két szam tehat a 66 €s a 660. o

3. Rendelkezésiinkre all annyi egységkocka, amennyire sziikségiink van, ezeknek a lapjai fehérek.
A lehet6 legkevesebb kocka befestésével el akarjuk érni, hogy 0ssze tudjunk 4llitani egy kiviil
piros, azutan egy kiviil zold, majd egy kiviil kék 2x2x2-es kockdt. Ugyanazokat a festett egy-
ségkockdkat a kiilonb6z6 szinl kockdkhoz felhasznalhatjuk. Legkevesebb hany egységkockat
kell befesteniink €s hogyan, hogy ezt megvaldsitsuk?

Egy 2x2x2-es kockdnak a feliiletén 6 -4 = 24 egységkocka lap lathat6. A harom kiillénb6z6
szinli nagy kockahoz 6sszesen 3 - 24 = 72 egységkocka lap kell. Mivel a kockdnak 6 lapja van, igy
legalabb % = 12 egységkocka kell.

12 kis kockdval meg is valdsithato a feladat. Egy kis kocka egy csticsa hdrom lappal szomszédos.
12 olyan kockat vesziink, aminél egy csiccsal szomszédos 3 lap egyszinl, és a maradék harom
lap is egyszinl. Egy ilyen kockat ez a két szin meghatdrozza. A 12 kockéabdl legyen 4 piros-kék, 4
piros-zold és 4 zold-kék. Ekkor példaul a piros nagy kockat a 8 félig piros kiskockabdl rakhatjuk
Ossze. A nagy kocka minden csucsédnal lathato 3 piros lap egy kiskocka harom piros lapja. O

4. Réka 10 évvel fiatalabb, mint az unokatestvére, Barnabds. Egy év milva Barnabds haromszor
olyan idds lesz, mint Réka. Hany éves most Réka, és hany éves Barnabas?

Legyen Réka életkora r és Barnabds életkora b. A feladat szerint » + 10 = b. Egy év mulva pedig
3(r+1) =b+1 fog teljesiilni. EbbSl 3(r+1) =r+10+1, azaz3r+3=r+11,2r=8, r=4.
Tehat Réka most 4 éves, Barnabds pedig 14 éves. O

- J
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6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Szamitsd ki a haromjegyfi tizes szamrendszerbeli szamok szdmjegyeinek Osszegét!

Els6 megoldds: Parokba rendezziik a szamokat:
{100,999},{101,998},{102,997},...,{549,550}.

Minden péarban a szdmjegyek Osszege 28, és mivel 450 par van, a haromjegyi szdmok szamjegye-
inek Osszege 450 - 28 = 12600.

Misodik megoldds: Osszeszamolhatjuk helyiértékenként is. Nézziik meg, hogy példaul az 5-
0s szamjegy hanyszor fog szerepelni az egyes vagy a szdzas helyiértékeken. Az elsd szdmjegy
10 - 10 = 100-szor lesz 6t. Az utolsé szamjegy 9 - 10 = 90-szer lesz 6t. Ebbsl az Osszegre
(I14+2+...49)- 100+ (0+1+...49)-90+ (0+1+...49)-90 = 12600 adédik. o

2. Az ABC haromszog A csticsbdl indulé magassagvonala az AB oldallal fele akkora szoget zar be,
mint az AC oldallal. Ugyanigy a B csucsbol indulé magassagvonal is fele akkora szdget zar be az
AB oldallal, mint a BC oldallal. Mekkordk a hairomszog szogei?

Legyen D az A-bdl induld, E pedig a B-bdl indulé magassag

¢ talppontja a szemkozti oldalon. Illetve jeloljiikk a DAB sz6-
get a-val, az ABE szoget pedig B-val. Ekkor CAD< = 2a
és CBE< = 23. Tekintve az ABE és ABD derékszogti ha-
romszogeket, azt kapjuk, hogy
3a+p =90°
E D és 3B+ a =90°.
Osszeadva ezeket: 4 +4 = 180°, amib6l
A B o+ =45°.

Ha ezt levonjuk a két eredeti egyenletbdl, akkor 2a = 45° és 23 = 45°. Vagyis
o=p =225
és igy a hdromszog szogei: 67,5°; 67,5°; 45°. o

3. Melyek azok az a, b, ¢ szdmjegyek, amelyekre teljesiil, hogy aa, bb, cc kétjegyt tizes szam-
rendszerbeli szamok Osszege az a hdromjegyl szdm, amelynek elss jegye a, a médsodik jegye b,
harmadik jegye c: abc?

Harom kétjegy(i szam Osszege kevesebb 300-nal, ezért a csak 1 vagy 2 lehet. Ha a = 2, akkor a
3 szam Osszege csak ugy lehet legaldbb 200, ha a szamok 22,88,99, vagy 22,99, 88 vagy pedig
22,99,99. De egyik esetben sem lesz az dsszeg rendre 289, 298 vagy 299. Igy tehit a = 1.

Osszeadva a 3 szamot -
aa—+bb+ cc = abc,

az 0sszeg c-re végzddik. EbbdI kovetkezik, hogy a+ b = 10, hiszen b és c is szdmjegyek. Mivel
a = 1 azt kapjuk, hogy b =9, azaz a fenti egyenlet:

11499+ cc = 19c.
Azaz 110+ 10c 4 ¢ = 190+ ¢, innét ¢ = 8. (4)
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4. Nyolc azonos méretd szabdlyos dobokockabdl egy nagyobb kockat épitiink. Legfeljebb mennyi
lehet a nagy kocka felszinén l4that6é pontok szdma? (A szabdlyos dobdkockan barmely két szem-
kozti lapon a pontok 6sszege 7.)

Minden kis kocka 3 oldala lesz a nagy kocka valamelyik oldaldnak része. Egy kis kocka akkor
adja a legtobb pontot, ha a 4, 5 és 6 oldala is kiviil van. Ez minden kockandl elérhetd, hiszen ezek
paronként szomszédos oldalak. fgy a lehetd legtobb pont a nagy kocka felszinén:

8- (4+5+6) = 120. O

- J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Egy kocka lapjaira rairtuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat (minden lapra egyet). Ezutan minden élhez
odairtuk az élben taldlkoz6 két lapra irt szimok Osszegét. Végiil minden cstcs mellé irtuk az adott
csucsban taldlkoz6 hdrom élre irt szamok Osszegét. Mennyi lesz egy testatld két végpontjdban
elhelyezkedd csicsokhoz irt szamok 6sszege?

Egy testatlo két dtellenes pontjaban 3-3 €l fut Ossze, és ezek az élek minden oldallal pontosan
kétszer szomszédosak. Vagyis minden oldalra irt szdmot pontosan kétszer fogunk valahol
szamolni, mire a testatld valamelyik csticsdban 1év6 szamban megjelenik. Igy a keresett 6sszeg:

2-(1424+3+4+5+6)=42. (4)
2. Szamitsd ki a kovetkezd Osszeget:
1+2-3-4454+6—-7—-8+9+10—11—-12+...+2002 —2003 — 2004 + 2005 + 2006 — 2007

(két pozitiv elgjeld tag utdn két negativ el6jeld jon, ismét két pozitiv, és igy tovabb).

Vegyiik észre, hogy 2—-3—-4+5 =0, majd 6 —7—-8+9 = 0. Ez folytatédik egészen addig,
hogy 2002 — 2003 — 2004 + 2005 = 0. Vagyis a keresett 6sszeg megegyezik az 1+ 2006 — 2007
Osszeggel, ami 0. o

3. Egy 16 egységnégyzetbdl felépiild 4 x4-es négyzet bal fels6 egységnégyzetét kivessziik. A meg-
marado 15 egységnégyzetbdl all6 alakzatot bontsuk fel egyenes szakaszokkal

(a) 5 egybevago (egyforma) részre,

(b) 3 egybevagd (egyforma) részre!

o
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4. Van-e olyan kétjegyfi, tizes szamrendszerbeli szdm, ami egyenld szamjegyei szorzataval? Allit4-
sodat indokoljad meg!

Nincs ilyen szdm. Ha a szdm els szamjegye a, akkor egy olyan kétjegyli szam, ami a-val kezd6-
dik, legaldbb 10a. Viszont a mésik szdmjegy legfeljebb 9, igy a két szdmjegy szorzata legfeljebb
9a. Mivel a legalabb 1, ezért nem lehet a szdm egyszerre legaldbb 10a és legfeljebb 9a.

- J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy szamsorozat elsé tagja 3, masodik tagja 2, és a mdsodik tagtdl kezdve minden tagot Ggy
szamitunk ki, hogy a két, vele szomszédos tag szorzatat eggyel csokkentjiik. Mi lesz a sorozat
111-edik tagja? Mennyi lesz a sorozat elsé 100 tagjanak dsszege?

Ha n pozitiv egész, és a sorozat elemeit rendre a,as,as, . ..-mal jeloljik, akkor

A1 = Apapy2 — 1

7 7z

a feltétel, azaz a,,.» = %, ha a, # 0, vagyis ekkor a sorozat elemeit az el6z6 2 elembdl tudjuk
egyértelmiien meghatéarozni.

Ezzel a képlettel kiszamolva az els6 néhany tagot: 3,2,1,1,2,3,2,... adddik. Itt a 3,2 Gjra meg-
jelenik mint egymads utdni két elem, vagyis innent6l kezdve a sorozat ugyanaz, mint az elejétdl
kezdve, tehat végig a 3,2,1, 1,2 szdmsorozat ismétlddik.

Ebbdl rogton latszik, hogy aj;; = a; = 3. Az els6é 100 tagban pedig ez az 5 hosszi periddus
pontosan lsﬂ = 20-szor szerepel, vagyis az elsd 100 tag Osszege

20-(3+2+1+1+2) = 180. O

2. A 2007-et hanyféleképpen lehet el6allitani legaldbb kettd, egymdst kovetd paratlan szam Ossze-

7z

geként? Ird fel az 6sszes lehetséges elGallitast!

Legyen egy ilyen el6allitds az
n+(n+2)+(n+4)+...+ (n+2k) =2007.

Ekkor ("+(”+ik>)(k+l) = (n+k)(k+1) = 2007,

ahol k pozitiv egész, és n egész. A 2007 primtényezds felbontdsa 32223, és k+ 1 > 2 a 2007 pozi-
tiv oszt6ja, igy a sz6ba jové lehetSségek k+ 1 értékére 3,3% =9,223,3-223 = 669,32-223 = 2007,
azaz k lehet 2,8,222,668 vagy 2006. Ezek mindegyikére n + k = %{(_)F—Of, azaz n = %&—017 — k egyér-
telmiien meghatarozott egész szam, hiszen k+ 1 a 2007 osztdja. Igy ezen értékek mindegyikéhez
pontosan egy felbontas tartozik, tehat 6sszesen 5-féle eldallitas lehetséges.
Ezek az el6allitasok: 2007 = 667 + 669 + 671

2007 = 2154217+ ... +231

2007 = =213 —211—...4231

2007 = —665 — 663 — ...+ 671

2007 = —2005 — 2003 — ... 42007. o
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3. Az ABCD négyzet belsejében a P pont, rajta kiviil a Q pont Ggy helyezkedik el, hogy CPD ¢és
BQC szabélyos haromszogek (A és C a négyzet szemkozti csicsai). Igazoljuk, hogy A, P és Q
egy egyenesre illeszkednek!

A szabdlyos hdromszogek €s a négyzet oldalainak D C
egyenlSsége miatt DA = DC = DP, valamint CQ =
CB =CD = CP, igy a PDA és a PCQ haromszogek
egyenldszariak. Emellett a szabdlyos haromszogek 0
miatt CDP<{ = DCP< = BCQ< = 60°, igy

PDA<t = CDA<t— CDP<t =90° — 60° = 30°, A P

B
valamint PCQ< = PCB< + BCQ< = (DCB< — DCP<) + BCO< = (90° — 60°) + 60° = 90°.

Ezekbdl rogton adédik, hogy

180° — PDA<t _ 180° —30°
2 o 2

APD< = PAD< = =175°,

valamint

180° — PCO<x  180° —90°
2 B 2

Igy, mivel a CPD haromszog szabélyos, APQ<t = APD<{ + DPC<{+ CPQ< = 75° 4 60° 4 45° =

180°. Tehat az A, P és Q pontok valoban egy egyenesen vannak.

CPQ< = COP< = = 45°,

2

4. Hany éves ebben az évben (2007-ben) az a férfi, aki az n~ évszammal jelolt évben lesz n éves?

A sziiletési év n> —n = n(n— 1) kell, hogy legyen. Ez n = 0 vagy 1 esetén 0, ha pedigm >n > 2,

akkor m(m — 1) > n(n— 1), hiszen m, n, m — 1 és n— 1 is pozitivak, ésm >n, m—1>n— 1.
Tehat n > 2-re az n*> — n értékek sorozata szigortian monoton né.

A 0 mint sziiletési év nem jon szdba, igy n > 2. Az n = 43,44 45,46 értékekre n(n— 1) =
1806,1892,1980,2070 értékek addédnak. Ebbdl az 1806 nem jon széba mint sziiletési év, folté-
ve, hogy az életkor nem lehet 120 évnél nagyobb, és a 2070 sem. 43-ndl kisebb, illetve 46-nél
nagyobb n-ekre a szigorti monotonitds miatt ezeknél kisebb, illetve nagyobb értékeket kapnank
a sziiletési évre, igy ezek sem lehetségesek. Tehat csakis n = 44 vagy n = 45 johet széba. Az
el6bbi esetben n = 44 éves 1892 + 44 = 1936-ban lenne az ember, ami mér 2007 el6tt volt. Igy
csak n = 45 marad. Ekkor pedig 1980 + 45 = 2025-ben lesz 45 éves, ami megfelel. Tehat most
2007 — 1980 = 27 éves. (4

5. Adj meg 100 kiilonbozd pozitiv egész szamot Ggy, hogy az 6sszegiik 5051 legyen!

(14100) - 100
2

Ha a kérdéses 100 pozitiv egész a; < ar < ... < aj, akkor a; > 1,a, > 2,...,a100 > 100. Mivel

egészekrdl van sz6, ezért ha valahol nem 4ll egyenl3ség, azaz a; > i, akkor a; > i+ 1. Es ha

a; > i+ 1, akkor a;+1 > aj, vagyis a;+1 > i+ 2, és igy tovabb, ajgo > 101. Itt

Vegyiik észre, hogy 14+2+...4+100 = = 101-50 = 5050.

ai+ay+...+ajp=5051 =5050+1,

igy pontosan egy i-re nem allhat csak egyenldség, és ott is a; = i+ 1 kell. Tehat ez az i minden-
képpen a 100, vagyis a keresett szamok csakis az 1,2,...,99,101 lehetnek. o

- J
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1. Az x,y,z paratlan (pozitiv) primszamok, €s

X + 40y + 600z = 2007.

Mik lehetnek x, y és z értékei?

Mivel x, y, z pozitiv egészek, igy 600z < 2007, vagyis z < 3. De z paratlan prim, igy z = 3. Ekkor
x+40y+600 -3 = 2007, vagyis x + 40y = 207. Ebbd] 40y < 207, vagyis y < 5 addédik. Mivel y is
pdratlan prim, igy y = 3 vagy 5 johet széba. Ha y = 3, akkor x = 207 — 40 -3 = 87, ami nem prim,
igy ez nem lehet. Ha y = 5, akkor x =207 —40-5 = 7, ami val6ban pératlan, pozitiv prim.

Tehatx=7,y=15,z=3. O

2. Az ABC haromszogben a BE és CF szogfelez6k metszéspontja O (E az AC, F az AB oldalon van).
Tudjuk, hogy AFC< = 80°, és az EOC< = 50°. Hatdrozzuk meg az ABC hiromszog szogeit!

Mivel BFO< = 180° — AFC< = 180° — 80° = 100°, és A
BOF< = EOC< = 50°, igy a BFO haromszog B-nél 1évé
szoge 180° — 100° — 50° = 30°. De a BO félegyenes az
ABC< felezbje, igy ABC<t = 60°, és OBC<t = 30°. Masrészt
BOC<« = 180° — BOF < = 130°, igy a BCO haromszog C-nél 0
1év6 szoge 180° —30° — 130° = 20°. Mivel a CO félegyenes
az ACB< felezgje, igy ACB<( = 40°. Ezekbdl pedig addédik
BAC< = 180° — ABC< — ACB<t = 180° — 60° — 40° = 80°.

Tehat az ABC haromszog szogei 80°, 60° és 40° rendre az A, B és C csticsokndl. o

B C

3. Haény olyan hatjegy, tizes szdmrendszerbeli szam van, amelynek szdmjegyei kiilonbozok, és a
szam oszthat6 25-tel?

Egy pozitiv egész pontosan akkor oszthaté 25-tel, ha az utols6 2 szamjegye 00, 25, 50 vagy 75,
hiszen n = 100k +ab pontosan oszthat6 25-tel, amikor ab (nésk nemnegativ egészek). Ebbdl a 00
nem lehetséges, mert kiilonbozdnek kell lennie a szdmjegyeknek. A tobbi 3 eset mindegyikében
az el6z6 4 jegy tetszdleges lehet, azzal a megkotéssel, hogy kiillonb6zdk egymdstdl és az utolso 2
szamjegytdl, valamint az elsd jegy nem lehet O.

Ha az utolsé 2 jegy a 25 vagy a 75, akkor az elsd jegy lehet 7-féle (mivel a O nem lehet), ezt
kivélasztva a mésodik is 7-féle (mivel itt mar a 0 széba johet), a harmadik mér csak 6-féle, és a
negyedik pedig csak 5-féle. igy mindkét esetben az el6z6 4 jegy 7-7-6 -5 = 1470-féle lehet.

Ha az utolsé 2 jegy az 50, akkor a 0 eleve nem jon szdba az els6 4 jegynél, igy az elsd, mésodik,
harmadik és negyedik jegyeket rendre kivélasztva 8-, 7-, 6- és 5-féleképpen vélaszthatunk. Vagyis
az els6 4 jegy 8-7-6-5 = 1680-féle lehet.

Tehat osszesen 2 - 1470 + 1680 = 4620 kivant tulajdonsiagu hatjegyl szdm van. o

4. Egy derékszogili hdromszog oldalai hosszanak szorzata kétszerese a haromszog hdrom magassaga
szorzatanak. Mekkorak a hdromszog hegyesszogei?

Legyenek a derékszogli haromszog csicsai A, B és C, az ezekkel szemkozti oldalak hosszai rendre
a,b és c, és legyen C a derékszogli csucs (azaz ¢ az atfogd hossza). Jelolje m a C-hez tartozé
magassag hosszat. Mivel a C-nél 1év0 derékszog miatt az A-hoz tartoz6 magassdg az AC = b, a
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B-hez tartozé pedig a BC = a, igy az oldalhosszak szorzata abc, a magassagoké pedig abm. Tehat
a feltétel szerint
abc = 2abm,

azaz a,b # 0 miatt ¢ = 2m.

Legyen O az AB itfogé felezdpontja. A Thalész-tétel szerint C rajta kell, hogy legyen az O kériili,
r= % sugarui (A-n és B-n dtmend) k koron. Masrészt ¢ = 2m miatt

m=g=r
vagyis C az AB egyenestdl r tdvolsagra van. De a k kornek csak 2 ilyen pontja van, az O-ban AB-re
allitott merdleges metszéspontjai k-val (X,Y). Hiszen az X-ben és Y-ban k-hoz hizott ey, illetve e
érintdk merdlegesek XY -ra, azaz parhuzamosak AB-vel, valamint az X és Y pontok is r tdvolsdgra
vannak AB-t6l, igy a szigorian e; és ep kozott 1évé pontok mind kozelebb vannak AB-hez, mint
r. Marpedig a k Osszes pontja az X és az Y kivételével szigorian a két érintd kozé esik, tehat
pontosan az X és az Y lehet csak a C.

A két eset szimmetria miatt nyilvan egybevagd ABC haromszogeket ad, igy elég az egyiket nézni,
legyen ez az ABX haromszog. Ez szimmetrikus az OX egyenesre, igy AX = BX, azaz a derékszog(

haromszog egyenlszaru. Eszerint pedig a hegyesszogei
180° —90°
— = 45°-osak. O

- J

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy 3202 +5.3210 1 1 6sszetett szdm!

Megmutatjuk, hogy oszthaté 5-tel: 5|5 3210, ezért elég beldtni, hogy 5|32°2 + 1. Tudjuk, hogy
3202 — 9101 &g 4 9-nek az 5-tel vett osztdsi maradéka -1, a 101 pedig paratlan, tehat 3202 11 5-6s
maradéka —1 +1 =0, (4)

2. Egy trapéz két parhuzamos oldala 3 és 7 egység. Az ezekkel az oldalakkal parhuzamos 6 egység
hosszu szakasz a trapézt két trapézra bontja. Mekkora a két trapéz teriiletének ardnya?

Hosszabbitsuk meg a trapéz szdrait, legyen a metszéspontjuk E. Haszndljuk az dbra jeloléseit!

E
C 3 D
F ¢ G
A / \ B
7
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CD és F G parhuzamossagabdl kovetkezik, hogy ECD és EF G haromszogek hasonldk, innen tud-
juk, hogy

Tgrg =4 Tecp,
mert hasonlé hiromszogek teriiletének ardnya a megfeleld oldalhosszak négyzetének ardnya.

Ugyanigy kapjuk, hogy

49

Tpa = 9 Tkcp.

Tehat a két trapéz teriiletének ardnya:

5—4 13 o

4—1 27

3. Az 1,2,3,...,9,10 szdmokat leirjuk valamilyen sorrendben. Ezutdn minden szdmhoz hozzdadjuk
azt a sorszdmot, ahdnyadik a leirt sorban. Igazoljuk, hogy a kapott dsszegek kozott biztosan lesz
kettd, amelyik ugyanarra a szdmjegyre végzdodik!

Legyen az 1,2,3,4,...,9,10 szamok egy sorrendje aj,a»,a3,aq,...,aq9,aip, €s legyen minden
1 <i<10-re

b;=a;+1.
Indirekt médon bizonyitjuk be az allitast: Tegyiik fel, hogy nincs kettd a b;-k kozott, amelyik

ugyanarra a szamjegyre végzddik. Ez pontosan akkor teljesiil, ha minden lehetséges végzddés

pontosan egyszer fordul el6. Ekkor a by + by + ...+ byg 0sszeg 10-es maradéka 5, mert az egyes

helyiértéken 4116 szdmok Osszege % =45, masrészt viszont tudjuk, hogy

bi+by+...+bjgp=a1+ay+...+ajp+1+2+---4+10=90,

tehdt a by + by + ...+ by Osszeg oszthatd 10-zel. Ezzel ellentmonddésra jutottunk, azaz lesz két
kiilonbozd a b;-k kozott, ami ugyanarra a szamjegyre végzodik. o

4. Az édbran lathat6 félkor teriilete . Az ABCD félkort a B és C pontok hdrom, egyenl6 hosszu ivre
bontjak. Mennyi az ABC sikidom teriilete?

B C

A D

Legyen O a kor kozéppontja. Tiikrozziik B-t s C-t O-ra, legyenek a tiikkorképek rendre B’ és C'.
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c’ B

Ekkor az A, B, C, D, B', C' pontok 6 egyenld ivre osztjak a kort, tehat ABCDB'C’ egy szabalyos
hatszog. Ebbdl kovetkezik, hogy OAB és OBC szabélyos haromszogek, azaz

OA =0B=0C=AB=BC.

Megmutatjuk, hogy az ABC sikidom teriilete megegyezik ABO sikidom teriiletével, amit mér
konnyen kiszdmolhatunk: % ABCO négyszdg rombusz, tehdt az 4tloi felezik a teriiletét. Innen
kapjuk, hogy

Tapcrn = Tapon-
A BC szakasz és rovidebb BC iv altal hatarolt sikidom teriilete megegyezik az AB oldal €és iv 4ltal
hatérolt sikidom teriiletével, mert egymas 60°-os elforgatottjai O koriil.
Ezzel beléttuk, hogy a keresett teriilet 5. (4)

5. A 2007 négyjegyli szamhoz irjunk jobbrdl hozza 3 szamjegyet tigy, hogy a kapott hétjegyt tizes
szamrendszerbeli szdm oszthat6 legyen 7-tel, 9-cel és 11-gyel is!

Egy 2007xyz alaku szdmot keresiink, vagyis
2007xyz = 2007000 4 100x + 10y +z.

7,9 és 11 paronként relativ primek, ezért 2007xyz pontosan akkor lesz oszthat6 min@rommal,
ha oszthat6 a szorzatukkal, 693-mal. 2007000 693-mal vett osztdsi maradéka 72, azaz xyz-nek egy
olyan hdromjegy(li szdmnak kell lennie, amire

693 | xyz + 72.

693 — 72 = 621 ilyen lesz, és a gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy médsképp nem tudunk 3
szamjegyet irni a 2007 utdn a feltételeknek eleget téve.

- J
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1. Mely pozitiv egész x-re igaz, hogy

X+ 17x% 460
egy egész szam négyzete?

Vizsgéljuk meg, hogy a kifejezés milyen egész szam négyzetével lehet egyenld.
(X 4+7)? =x*+ 1462 +49 <x* + 1762 + 60 < x* + 18x* + 81 = (x> +9)?
(x> +7)% és (x2 +9)? kozott csak egyetlen négyzetszam van, ezért csak az lehetséges, hogy

X172 460 = (x> +8)2 = x* + 1647 4 64

Ebbdl azt kapjuk, hogy X2 =4
Tehdt x = 2 az egyetlen pozitiv egész érték, amire a fenti kifejezés négyzetszam. o

2. Az ABC hegyesszogli haromszog egy P belsé pontjan at parhuzamosokat hizunk az oldalak-
kal. Az dbran megjeloltiik a parhuzamosok oldalakkal valé metszéspontjait. Igazoljuk, hogy az
A1B1C; haromszog teriilete egyenld az Ay BoC, haromszog teriiletével.

Els6 megoldds: Az A1B1C; haromszog teriilete

t(A1B1Cy) =t(A1B1P)+1t(B1C\P)+1t(C1A|P)
Az Ay B>, hdromszog teriilete

t(A2ByCy) =t(A3ByP) +1(ByCoP) +t(CrALP)

Azt fogjuk belatni, hogy 7(A;B1P) =t(A,B,P). Hasonl6an lathato be, hogy #(B;C1P) =t(CA,P),
illetve 1(C1A 1 P) = t(C,A,P). EbbSl mar kovetkezik az allitas.

t(A1PBy) =t(A|PB;), mert az A| P alap koz0s, és az ehhez tartozé magassag mindkét esetben a
AC és a A1C; parhuzamos egyenesek tdvolsaga.

t(A1ByP) =t(A2B,P), mert a By P alap kozos, és az ehhez tartozé magassidg mindkét esetben a BC
és B, parhuzamos egyenesek tdvolsiga.
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A két egyenletet dsszevetve valoban ¢ (A B P) = t(A2B,P).
Masodik megoldas: Jelolje a haromszog teriiletét 7.
Az A1BC hiromszog teriilete

I(AlBlcl) =T— t(ABICI) — l(BClAl) — l‘(CAlBl)
Az A>B>C; hdromszog terlilete
t(A2BzC2) =7 — t(ABzCz) — l(BCzAz) — l(CAzBQ)

A péarhuzamos szelSk tétele miatt

A€ _GA . x
AB - GB T 1
BiA _AB._y
BIC — AC "~ 1
C\B B,C

Q

=

=

)

N
|H e

t(ABICI):ly_y'H_Z'T
1(BCIA) =15 15T
1(CABY) = 15 ﬁy-T
1(AByCy) = 1 - 15T
1(BC2Ay) = 11 - T
t(CAsz):l_j—y'ﬁ'T

Ezek alapjan

1+x)+z(1+y)+x(1+
t(A1B|C)=T- (1 _ X (1—0)—x)z((l+yy))(l—0—(z) Z))

x(1+y)+y(14+2)+z(1+x
t(AZBZC2) =T <1_ ( (ly—o)—x)y((l-i-yz))(lj—(z) )>

A két kifejezés egyenld, hiszen
y(1+x)+z(14+y) +x(1+2) =x(14+y) +y(1 +2) +z(1 +x)

Tehat a két haromszog teriilete valéban egyenld. o

3. Ricsi egy unalmas délutdnon leirta egy darab papirra a pozitiv egész szdmokat 1-t6l kezdve va-
lameddig. Masnap csak annyit drult el, hogy a leirt paros szamok 0sszegének és a leirt paratlan
szamok 0sszegének ardnya %. Meddig irta le a szdmokat Ricsi?

A péros szamok Osszege a nagyobb, ezért az utolso leirt szdm biztosan paros. Tegyiik fel, hogy
Ricsi 1-t61 2k-ig irta le a szamokat.

2 4 6 . 2k

2k 2k—2 2k—4 ... 2
Ha a fenti médon kétszer egymds ald irjuk a szdmokat, akkor konnyen létszik, hogy a paros
szdmok Osszege % =(k+1)-k.
A paros szamokat Osszepdarositva a ndluk eggyel kisebb pdratlan szdmmal kapjuk, hogy a paratlan
szamok osszege (k+1) -k —k =k?

£ . (k+1Dk _ k1 _ 31 PR p el - . 4
A feltevés szerint “—>—= = = = 35. Tehat k = 30, igy Ricsi 60-ig irta le a szamokat. o
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4. Igaz-e, hogy
20062°% _ 2008
oszthatd 2007-tel?

A 2006 2007-tel osztva —1 maradékot ad. Ha két szamot Osszeszorzunk vagy Osszeadunk, az
eredmény osztdsi maradékat megkaphatjuk gy is, hogy csak a tagok osztdsi maradékdval
végezziik a miiveletet. Hiszen példdul ha az m-mel val6 osztdsi maradékot vizsgaljuk,

(km+a) - (Im+ b) = kim® ++ kmb + Ima+ ab = m - (klm + kb + la) + ab

Tehét 2006209 2007-tel valé osztasi maradéka (—1)%0% = 1. 2008 is egy maradékot ad, igy
2006299 — 2008 maradéka 1 — 1 = 0, azaz oszthaté 2007-tel. (4)

- J
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FELADATOK

/—m Megyei fordulo

1. A kovetkezd szorzdsban 4 szdmjegy olvashatatlan, helyiiket [ jeldli.:
020013 = 20001,

Keressiik meg a hidnyz6 szdmjegyeket! o

2. Hany részre osztja fel a sikot két (nem feltétleniil egyforma) haromszog? Vizsgald meg az dsszes

esetet! o

3. Hany péntek van 2008-ban? Legfeljebb hany péntek lehet egy évben? o

4. Tizenegy kértydra felirtdk 1-t6]1 11-ig az egész szamokat. Szét lehet-e osztani a kartydkat két
csoportra ugy, hogy az egyik csoportba tartozé kartyakra irt szamok 0sszege 11-gyel legyen tobb,
mint a mdsik csoportba tartozé kartydkra irt szamok osszege? Es tigy, hogy az egyik csoportban
10-zel legyen tobb a szamok 0sszege, mint a médsikban?

- J

M Megyei fordulo

1. Szamitsuk ki az 1-t8] 100-ig terjedd pozitiv egész szdmok szamjegyeinek Osszegét! °

2. Adjunk meg 500 egymast kovetd pozitiv egész szamot gy, hogy a szamok leirdsdhoz 6sszesen
2008 darab szdmjegyre legyen sziikség! O

3. Egy téglatest 3 kiilonbozé teriileti oldallapjanak teriilete 12 cm?, 18 cm? és 24 cm?. Szamitsuk ki
a téglatest térfogatat! o

4. Egy négyzetet 9 egybevago (egyforma) kis négyzetre bontottunk. A kapott kisebb négyzetek mind-
egyikét szinezziik ki egy-egy szinnel dgy, hogy a lehetd legtobb szint haszndljuk, és barmely két
kiilonboz6 szinhez legyen két ilyen szind kis négyzet, amelyeknek egy oldala k6zos. Hany szinnel
lehet ezt a kiszinezést elvégezni? °

- J
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M Megyei fordulo

1. Melyek azok a tizes szdmrendszerben felirt haromjegy( szamok, amelyekhez harmat adva a kapott
haromjegyli szdm szdmjegyeinek Osszege harmadrésze az eredeti szam szadmjegyei Osszegének?

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amely kisebb 1000-nél, és tizes szamrendszerbeli felirdsdhoz
legaldbb egy 9-es szamjegyre van sziikség? °

3. Egy iskoldban 3 tantargybol, matematikabol, fizikabol és informatikabdl rendeztek versenyt. A
matematika versenyen 60-an indultak, a fizikdn 42-en, az informatikan 24-en. Az is kideriilt, hogy
két tantargybdl pontosan fele annyian indultak, mint egy tantdrgybdl, és hdrom tantargybol éppen
harmad annyian, mint egy tantargybSl. Osszesen hany tanul indult valamelyik versenyen?

4. Mutassuk meg, hogy egy olyan derékszogli haromszodget, amelynek
hegyesszogei 30°, és 60°, fel lehet darabolni 3, ugyancsak olyan de-
rékszogl haromszogre, amelynek a hegyesszogei 30° és 60°! o

5. Hany (nem feltétleniil kiilonbozd méretd) téglalap van ebben a tégla-
lapban? (Olyan téglalapokat vizsgdljunk csak, amelyeknek oldalai az
eredeti ,,nagy” téglalap oldalaival pirhuzamosak.) o

- J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Egyszer néhény fid horgdszni ment a kozeli téhoz. Egyikiik 6 halat fogott, a tobbiek fejenként 13-
at. Egy mdsik alkalommal egy maésik fidcsapat ment horgdszni, ezuttal egyikiik 5 halat fogott, a
tobbiek fejenként 10-et. Tudjuk még, hogy mindkét alkalommal 6sszesen ugyanannyi halat fogtak,
méghozza 100-ndl tobbet, de 200-ndl nem tobbet. Hanyan mentek horgészni az elsd alkalommal,
és hanyan a mésodik alkalommal? 0

2. Az ABC derékszogli haromszog AB atfogdjanak mely P pontjara igaz, hogy P-nek a befogdktol
mért tdvolsdgait négyzetre emelve és Osszeadva a legkisebb értéket kapjuk? Q

3. Mutassuk meg, hogy van olyan haromszog, amelyre igaz, hogy mindhdrom oldaldnak és mindh4-
rom magassidganak hosszit egész szammal lehet megadni! °

4. Az ABC haromszog magassagpontja M. Tudjuk, hogy CM = AB. Mekkora a hdromszog C csticsnél
fekvo szoge? O

5. Egy téblara felirtak 1-t61 2008-ig a pozitiv egész szdmokat. Egy 1épésben letorolhetSk olyan sza-
mok, amelyeknek Osszege oszthatd 5-tel, és helyettiik felirjadk az 0sszeg 6tod részét. Véges sok
ilyen 1épésben elérhet6-e, hogy csak az 1 szdm maradjon a tdbldn? °

- J

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 38

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Feladatok

XXXVII. verseny 2007-08.

5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Hény olyan haromjegy( szam van, amelyben a pédros szdmjegyek szdma pdratlan?

2. Hany részre osztjék a teret egy kocka lapjai 4ltal meghatarozott sikok?

3. Hényféleképpen lehet felvéltani egy 1000 Ft-ost 100, 200 és 500 Ft-osokra
(nem kell mindegyik cimletet felhasznalni)?

4. Egy évben legfeljebb hiany olyan honap lehet, amelyben 6t vasdrnap van?

-

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Szamitsuk ki az Osszes tizes szamrendszerbeli haromjegyi szam szdmjegyeinek Osszegét! °

\OO © O

2. Hanyféleképpen lehet a kocka lapjait pirosra €s kékre festeni, ha két kifestést nem tekintiink kii-
16nb6z06nek, ha azok egymasba forgathatok? O

3. Szamitsuk ki a kdvetkezd Osszeget:
1+42-3-4454+6—-7—-8+94+10—11—-124+13+...42006 — 2007 — 2008 + 2009. °

4. Erdekes, hogy LI atakd ,keretekbdl” (hdrom 1 hosszusagu szakasz ,,U” alakban) dssze lehet alli-
tani négyzetracsot. Példdul 2 x2-es négyzetracsot igy:

Mutassuk meg, hogy 3 x3-as és 5x5-0s négyzetracsot is 0ssze lehet 4llitani ilyen keretekbdl! o

- J
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6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek tizes szimrendszerbeli alakjdban a szamje-
gyek szorzata 50407 °

2. Hény olyan négyjegyli szdm van, amelyben a szdmjegyek Osszege paros? °

3. Az ABCD téglalap oldalain felvettiik a P, Q, R, S harmadol6 pontokat. Az ABCD téglalap teriileté-
nek hdnyad része a PORS négyszog teriilete?

D R C
S

)
A P B

o

4. Egy anydnak és két lanydnak az életkora egy primszam harom kiilonboz6 hatvanya. Hany éves az
anya €s két lanya most, ha tudjuk, hogy egy évvel ezel6tt mindharmuk életkora primszam volt?

o

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Keressiink minél nagyobb olyan tizes szdmrendszerben felirt szdmot, amelyre igaz a kovetkezd
tulajdonsdg: a két szélsd szamjegy kivételével minden szdmjegyének kétszerese kisebb, mint a
vele szomszédos két szamjegy Osszege (pl.: 743347 ilyen szdm). Q

2. Peti azt javasolja a Nemzeti Banknak, hogy a bevont 1 és 2 forintosok helyett vezessék be a 3 fo-
rintost, mert {gy minden 7 Ft-nél nagyobb egész forintot ki lehetne fizetni akar 3 és 5 forintosokkal
is, nem kellene kerekiteni. Igaza van-e Petinek? Q

3. Egy kocka csucsait pirosra €s kékre festhetjiik. Hany kiilonbozo kifestés lehetséges, ha két kifestést
akkor tekintiink azonosnak, ha egymdsba forgathatok? °

4. Héany olyan négyjegyii tizes szdmrendszerbeli szdm van, amelyben van legalabb két egyforma
szamjegy?

add 1Y% ~ Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany
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7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Van-e primszam a kovetkezd alaku tizes szdmrendszerbeli szamok kozott:

121, 11211, 1112111, 111121111,... ? ()

2. Az ABC haromszogben P a BC oldal, Q a PA szakasz, R a BQ szakasz, végiil § a CR szakasz
felez6pontja. Az ABC hdromszog teriilete hanyszorosa a QRS haromszog teriiletének? o

oy

3. Igazoljuk, hogy a 3 pozitiv egész kitevjli hatvanyainak tizes szamrendszerbeli alakjdban az utolsé
el6tti szamjegy mindig paros (3! = 03, és 3% = 09). O

4. Az elsé tiz pozitiv egész szam Osszegében: az 1 +2+3+4 4 ...+ 94 10 6sszegben barmelyik
szam eldjelét ,,+’-rdl ,,—”-ra véltoztathatjuk. Elérhet6-e igy, hogy az 4j 0sszeg értéke 20 legyen?

5. Haény olyan négyjegy( tizes szdmrendszerbeli szdm van, amelynek szdmjegyei pontosan kétféle,
0-tdl kiilonb6z6 szamjegybdl allnak? o

- J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Andrés és Bea testvérek. Andrés arra a kérdésre, hogy hiny évesek, igy valaszolt. Ha a higom,
Bea annyi 1d6s lesz, mint én vagyok most, akkor egyiitt 35 évesek lesziink. Most én haromszor
olyan idGs vagyok, mint a hiugom volt akkor, amikor én olyan ids voltam, mint a higom most.
Hany éves most Andris és Bea? 0

2. Egy tizes szamrendszerben felirt szamrdl azt mondjuk, hogy szerencsés, ha a szdmjegyeit két olyan
csoportra bonthatjuk, amelyben a szdmjegyek 6sszege egyenld. Példaul 11,22,99,123 szerencsés
szamok. Melyik az a legkisebb szerencsés szam, amelyre igaz, hogy a néla eggyel nagyobb szam
1s szerencsés?

3. Jeloljon A egy 2008 jegybdl 4ll6, 9-cel oszthat6é szamot. Legyen B az A szamjegyeinek Osszege, C
a B szamjegyeinek 0sszege, végiil D a C szamjegyeinek 0sszege. Hatarozzuk meg D értékét! o

4. Az ABCD négyzet AC atl6jan 1év6 P pontra igaz, hogy AP = AB. A BC oldalon 1év6 Q pontra
igaz, hogy PQ merdleges AC-re. Igazoljuk, hogy a PC, PQ, BQ szakaszok egyenldk! 0

- J
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy ha két pozitiv egész szam Osszege 2310, akkor a két szam szorzata nem oszthato
2310-zel! o

2. Azt mondjuk, hogy a 8, 9 szomszédos szamokbél 4116 szampér érdekes, mert 8 = 23, 9 = 32, azaz
mindkét szam primtényezdi legalabb masodik hatvanyon szerepelnek. Keress még legaldbb egy
ilyen érdekes szampart!

3. Az ABCD négyzet oldalanak hossza 1. Az AB oldalon felvesziink egy P pontot, az AD-n pedig egy
Q pontot ugy, hogy az APQ haromszog keriilete 2 egység legyen. Igazoljuk, hogy PCO< = 45°!

4. Egy sorozat elso két tagja: a; = 2, a, = 3 és minden tovabbi tag a két szomszédjanak szorzatanél
eggyel kisebb. Szdmitsuk ki a sorozat els6 560 tagjdnak 6sszegét! °

5. Egy egész oldalhosszusagu négyzetet feldaraboltunk 100 (nem feltétleniil egybevagd) négyzet-
re. Ezek koziil 99-nek a teriilete 1 teriiletegység. Mennyi lehet a szdzadik négyzet teriilete?
Megvalédsithaté-e a kapott eredmény?

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Melyek azok a p pozitiv primszdmok, amelyekre igaz, hogy 4p — 1 négyzetszam? 0

2. Szamitsuk ki egy haromszog és a stlyvonalaibdl szerkesztett haromszog teriiletének ardnyét! o
3. Abrizoljuk a kovetkezd fiiggvényt a [—2;4] intervallumon:
fx) = [lx—1] =[x =3]|. o

4. A derékszogli haromszogbe irt kor atfogoéra illeszkedd érintési pontja két részre osztja az atfogot.
Igazoljuk, hogy e két szakasz hosszdnak szorzata a haromszog teriiletével egyenld!

- J
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/_m Megyei forduld

1. A kovetkezd szorzasban 4 szdmjegy olvashatatlan, helyiiket [ jeldli.:
020013 = 200011.

Keressiik meg a hidnyz6 szamjegyeket!

Ha a haromjegyli szdm szdzasok helyén all6 (azaz elsd) jegye legfeljebb 1, akkor a szorzata
13-mal legfeljebb 12913 = 1677. Ha a szdzasok helyén legaldbb 3 4ll, akkor a szorzat legaldbb
320-13 = 4160. Mivel a szorzat 2L1[11, a hdromjegy(i szdm szdzasainak helyén a 2 szerepel:
22070-13 =20]01.

A szorzat utolsé szamjegyét az utolsé jegyek szorzata hatdrozza meg. Igy adédik (akér pro-
balgatissal), hogy a haromjegy(i szdm utolsé szdmjegye a 7. Elvégezve a szorzast ezt kapjuk:
227-13 = 2951.

2. Héany részre osztja fel a sikot két (nem feltétleniil egyforma) haromszog? Vizsgild meg az 6sszes
esetet!

A lehetséges esetekre példdk:

3rész 4 rész 5 rész

6 rész 7 rész 8 rész

Egy haromszog két részre osztja a sikot. A masodik haromszog mindegyik oldala az elsé harom-
sz0g legfeljebb két oldalat metszi. Ez a maximum hat metszéspont a masodik haromszog keriiletét
legfeljebb 6 részre osztja, és minden ilyen keriiletdarab egy eddig 1étrejott tartomanyt oszt két rész-
re. Azaz legfeljebb 2 + 6 = 8 rész lehet.

Megjegyzés. Ha megengednénk, hogy a két haromszdg azonos legyen, akkor 2 részre is lehetne
osztani a sikot. SOt ha azt is megengednénk, hogy a haromszogek oldalai O cm hosszuak legyenek,
akkor az 1 rész is elérhetd lenne.
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3. Hany péntek van 2008-ban? Legfeljebb hany péntek lehet egy évben?

2008-ban Osszesen 52 péntek van. Hét egymas utdn kovetd nap kozott pontosan 1 péntek van.
Minden évben legalabb 52 péntek van, mivel 52-7 = 364 < 365. Es minden évben legfeljebb 53
péntek lehet, mert 53 -7 = 371 > 366.

365 nap = 52 hét + 1 nap, igy ha egy év péntekkel kezdddik, akkor (ha nem szok6év) péntekkel
ér véget, €s igy 53 péntek van egy ilyen évben.

4. Tizenegy kértydra felirtdk 1-t6l 11-ig az egész szdmokat. Szét lehet-e osztani a kartydkat két
csoportra ugy, hogy az egyik csoportba tartozo kdrtydkra irt szamok dsszege 11-gyel legyen tobb,
mint a masik csoportba tartozé kartydkra irt szamok 6sszege? Es tigy, hogy az egyik csoportban
10-zel legyen tobb a szamok 0sszege, mint a médsikban?

A kartyakra irt szamok Osszege: 1 +2+34 ...+ 10+ 11 = 66. Ha ebbdl 11-et elvesziink, akkor
55 marad, ami pératlan szdm, tehit nem oszthato fel két egyenld, egész szam Osszegére.

A masik kettéosztds lehetséges: {1,2,3,4,5,6,7} és {8,9,10,11} esetén az elsG csoportban 28, a
madsodikban 38 a szdmok 6sszege. Egy masik j6 felosztas: {1,3,6,8,10} és {2,4,5,7,9}. o

- J

/—m Megyei fordulo

1. Szamitsuk ki az 1-t61 100-ig terjedd pozitiv egész szamok szdmjegyeinek 6sszegét!

Az egyesek helyi értékén mindegyik szamjegy 10-szer fordul eld, igy az itt szerepld szamjegyek
osszege: (1+24+3+44+5+6+7+8+9)-10=1450. A tizesek helyi értékén 4ll6 szdmjegyek
Osszege ugyanilyen okokbodl szintén 450, a szdzasok helyén egyetlen 1 all, tehdt az Osszes
szamjegy Osszege: 4504450+ 1 = 901. o

2. Adjunk meg 500 egymast kovetd pozitiv egész szdmot ugy, hogy a szdmok leirdsdhoz 6sszesen
2008 darab szamjegyre legyen sziikség!

Mivel 2008 =4 -500+8 =4-492 +5 -8, ezért ha az 500 egymast kovetd pozitiv egész kozott
492 négyjegyli és 8 darab Otjegyli szdm van, akkor azok leirdsdhoz éppen 2008 szamjegyre van
sziikség. A keresett szamok tehat:

9508,9509,9510, ...,9999, 10000, .. ., 10007. (4]

3. Egy téglatest 3 kiilonboz4 teriiletli oldallapjanak teriilete 12 cm?, 18 cm? és 24 cm?. Szamitsuk
ki a téglatest térfogatat!

A téglatest éleinek centiméterekben mért hosszat jeldlje a,b,c. Ekkor a 3 lap teriilete: ab = 24

cm?, ac = 18 cm?, bc = 12 cm?. A hdrom teriilet szorzatiban mindegyik él kétszer szerepel

szorzétényezdként, igy ab - ac - be = a’b*c? =24 -18 - 12. Mivel
24-18-12="72-72,

ezért a téglatest térfogata: V = abc = 72 cm’. o

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 39

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Megoldasok

XXXVILI. verseny 2007-08.

4. Egy négyzetet 9 egybevagd (egyforma) kis négyzetre bontottunk. A kapott kisebb négyzetek
mindegyikét szinezziik ki egy-egy szinnel igy, hogy a lehetd legtobb szint hasznaljuk, és barmely
két kiillonbozd szinhez legyen két ilyen szinti kis négyzet, amelyeknek egy oldala kozos. Héany
szinnel lehet ezt a kiszinezést elvégezni?

A megfelel6 szinezést 5 szinnel meg lehet csindlni, az 4brdn szdmok jeldlik a
123 szinezést.

6 szinnel mar nem oldhat6 meg a feladat, mert 12 olyan szakasz van, ami
31415 szomszédos négyzetek kozos oldala, viszont legaldbb % = 15-re lenne sziik-
51112 ség, ha barmely kett6 kiilonbozd szinnek érintkeznie kellene egy ilyen sza-
kasz mentén.

- J

/—m Megyei fordulo

1. Melyek azok a tizes szamrendszerben felirt haromjegyli szamok, amelyekhez harmat adva a ka-

pott haromjegyii szdm szamjegyeinek Osszege harmadrésze az eredeti szam szamjegyei 0sszegé-
nek?

Ha a keresett szam abc alaki, akkor nyilvan ¢ > 7, mert csak ekkor csokkenhet a 3-mal novelés
utdn a szamjegyek Osszege. Ez alapjan vizsgdljunk 3 esetet (c =7, ¢c =8, c=9):

Hac=7¢&sb <9, akkor a feltétel szerinta+b+7=3(a+b+1),azaza+b=2,igya=2,b=0,
vagy a=1,b = 1lehet. A 207 és a 117 tényleg j6 megoldasok.

A c=17,b=9eset nem j6, mert ekkor a+9+7 =3(a+ 1), ebbdl 13 = 2a, de mivel a szimjegyek
egész szamok, igy ez nem lehetséges.

Hac=8ésb<9,akkora+b+8=3(a+b+2),vagyisa+b=1,igycsakaza=1,b =0 eset
lehetséges. Ebbdl a 108 adddik j6 megolddsként. Ha ¢ = 8 és b =9, akkor a+9+8 = 3(a+2),
amibdl kapjuk, hogy 2a = 11, ami szamjegy esetén szintén nem lehetséges.

Végiil, hac=9,b <9, akkora+b+9 =3(a+b+3), vagyisa+b =0, ami csak aza=0,b =0
esetben lenne lehetséges, de abbol nem kapunk egy hdaromjegyt szamot. Ha ¢ =9 és b = 9, akkor
a+949=3(a+3), amibdl kapjuk, hogy 2a = 9, ami szimjegy esetén szintén nem lehetséges.

Igy 3 megoldas van: 108, 117, 207. o

2. Hény olyan pozitiv egész szdm van, amely kisebb 1000-nél, és tizes szdmrendszerbeli felirdsdhoz
legalabb egy 9-es szamjegyre van sziikség?

Els6 megoldds: A kétjegyl szamok kozott 19 ilyen szdm van, hiszen van 9, aminek az utolsé
jegye 9-es, de az elsé nem (9, 19...., 89) és 10 darab, aminek az els6 jegye 9-es. Igy 9-19
olyan szdm van, ami 9-essel kezd6dik €s van benne 9-es, hiszen a 9 darab ilyen 100-as csoport
van 900-ig. Az utolsé 100 szam pedig tartalmaz 9-est, hiszen az els6 jegye 9-es. Ez Osszesen
1004+9-19 =271 szam.

Misodik megoldds: Osszesen 999 darab 1000-nél kisebb pozitiv egész szdm van. Konnyebb
megszamolni azokat, amikben nincs 9-es szdmjegy, és ha ezeket levonjuk az 6sszesbdl, akkor
megkapjuk a valaszt a kérdésre. 9-9-9 — 1 = 728 olyan van, amiben nincs 9-es szamjegy. Itt ugy
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képzeljiik a szdmokat, hogy akér az els6, vagy elsé két jegyiik is lehet 0, vagyis a szdm két-, vagy
egyjegyd. Ekkor csak a 9-es tiltott, igy minden helyiértéken egymastdl fiiggetleniil 9-féleképpen
donthetiink. Viszont amikor mindhdarom szdmjegy 0, az nem lesz pozitiv, ezért kell levonnunk
1-et. fgy tehat azok szama, amelyekhez legaldbb egy 9-es szamjegy kell: 999 — 728 = 271. o

matematika versenyen 60-an indultak, a fizikdn 42-en, az informatikdn 24-en. Az is kideriilt,
hogy két tantargybdl pontosan fele annyian indultak, mint egy tantargybol, és harom tantargybol
éppen harmad annyian, mint egy tantdrgybdl. Osszesen hany tanul6 indult valamelyik versenyen?

Jelolje x az egy tantargybol versenyzok szamdt. Minden tanul6t szamoljunk meg minden egyes
versenyen, igy a feltétel alapjan: x+ 25 + 33 = 60 + 42 + 24 = 126, amibdl kapjuk, hogy
3x = 126, vagyis x = 42. Az Osszes versenyzok szama tehdt 42 + % + % =424+21+14="T717. o

4. Mutassuk meg, hogy egy olyan derékszogli haromszoget, amely- B
nek hegyesszogei 30°, és 60°, fel lehet darabolni 3, ugyancsak
olyan derékszogti haromszogre, amelynek a hegyesszogei 30° és
60°!

Az dbran lathat6 médon meghtizzuk a 60°-o0s szog szogfelezdjét,
ami a D pontban metszi a BC oldalt. Emiatt BAD<t{ = DAC< = 30°.

Most a D-bdl allitsunk merdlegest az AB atfogora, legyen ennek y

talppontja az AB-n F. Ekkor DFA<t = DFB<{ = 90°. Az ABC<- D
16l tudtuk, hogy 30°, igy BDF < = 60°. Hasonl6an kapjuk, hogy

FDA< = ADC< = 60°.

Vagyis az ACD, AED és BED haromszogek mindegyike derékszo-

gl, és a hegyesszogei 60° és 30°. o A C

5. Hény (nem feltétleniil kiillonb6z6 méretii) téglalap van ebben a téglalapban? (Olyan téglalapokat
vizsgaljunk csak, amelyeknek oldalai az eredeti ,,nagy” téglalap oldalaival parhuzamosak.)

Els6 megoldds: Egy téglalapot gy adhatunk meg, hogy a két-két oldalegyenesét kivalasztjuk.
Kell vélasztanunk a 7 fiiggbleges koziil kettdt és a 9 vizszintes koziil is kettét. Az eldbbit
% = 21-féleképpen lehet megtenni, mig az utdbbit % = 36-féleképpen. Mivel akdrhogy
véalasztjuk a fliggblegeseket, ahhoz minden vizszintes valasztds ad egy téglalapot, igy az Gsszes

lehetdség szama ezek szorzata, vagyis 21 - 36 = 756.

Masodik megoldas: Valasszuk ki a téglalap két atellenes csucsat. Ez egyértelmiien meghatirozza
a téglalapot. Cstcsot a 63 metszéspont koziil kell kivédlasztani. A két dtellenes cstics nem lehet
ugyanabban a sorban és oszlopban, igy miutan kivalasztottuk az els6t, mar csak 63 —9 — 6 = 48
pont koziil lehet valasztani. Az atellenes csicsok kivalasztasara tehat 63 - 48 lehet6ség van. fgy
viszont egy téglalapot pontosan 4-szer kapunk meg, hisz mindkét atl6ja mentén 2-szer. Ezért

\ Osszesen %’fs = 756 kiilonboz6 téglalap van. o/
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8. osztaly Megyei fordulo

1. Egyszer néhany fid horgdszni ment a kozeli téhoz. Egyikiik 6 halat fogott, a tobbiek fejenként
13-at. Egy masik alkalommal egy masik fiicsapat ment horgdszni, ezittal egyikiik 5 halat fogott,
a tobbiek fejenként 10-et. Tudjuk még, hogy mindkét alkalommal Gsszesen ugyanannyi halat
fogtak, méghozzd 100-ndl tobbet, de 200-ndl nem tobbet. Hédnyan mentek horgdszni az elsd
alkalommal, és hanyan a masodik alkalommal?

Ha els6 alkalommal k + 1 fia ment horgdszni, akkor 13k 4- 6 darab halat fogtak. Ha a masodik
alkalommal n 4 1-en mentek, akkor 10n + 5-6t. Tudjuk, hogy ez a két szdm egyenld, és 100-nél
nagyobb, de legfeljebb 200. Ebben a tartomdnyban a kovetkezd 13-mal osztva 6 maradékot ad6
szamok vannak:

110,123,136,149,162,175, 188.

A mdésodik alkalom miatt tudjuk, hogy a fogott halak szama 5-re végzddik, igy lathatjuk, hogy
egyediil a 175 lehetséges.
Ebbdl kovetkezben els6é alkalommal 14-en, mésodik alkalommal pedig 18-an mentek horgdszni.

2. Az ABC derékszogii haromszog AB 4tfogdjanak mely P pontjdra igaz, hogy P-nek a befogdktol
mért tdvolsigait négyzetre emelve €s Osszeadva a legkisebb értéket kapjuk?

Legyen a P merdleges vetiilete AC-re D, a BC-re pedig E.
C

A P B

Mivel EPDC egy téglalap, ezért PD = EC. Mivel mi a PD? + PE? minimumat keressiik, ezért
ez megegyezik a CE? + PE? kifejezés minimumadval. Mivel a PEC haromszog derékszog(, ezért
CE? + PE? = PC?. Vagyis a PC? lehetséges értékeinek minimumat keressiik. Ez viszont akkor
minimalis, ha PC értéke minimdlis. Mivel P illeszkedik az AB atfogora, ezért PC értéke akkor
minimalis, ha P a C-hez tartoz6 magassdg talppontja. o

3. Mutassuk meg, hogy van olyan haromszog, amelyre igaz, hogy mindharom oldaldnak és mindha-
rom magassaganak hosszat egész szammal lehet megadni!

Erdemes derékszogli hdromszoget keresni, mert ott két oldal egyben magassag is, igy 6 hossz
helyett csak 4-nél kell biztositanunk, hogy a hossza egész szdm. Ha a jol ismert 3, 4, 5 oldalakkal

rendelkezd derékszogli haromszoget vessziik, akkor annak az 4tfogéhoz tartozé magassaga %2
hosszusagi. Ez belathaté hasonlésaggal, vagy pedig ugy, hogy a hdromszog teriilete egyrészt
%, masrészt pedig 5% Ha az a magassig % hosszuséagu, akkor ezt a haromszoget 5-szordsére

nagyitva megfeleld haromszoget kapunk. Ennek oldalai: 15,20,25, magassdgai pedig 12,15,20.
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4. Az ABC hiromszog magassagpontja M. Tudjuk, hogy CM = C
AB. Mekkora a haromszog C csticsndl fekvo szoge?

Legyen a B-hez tartozé magassag talppontja F.

Eszrevehetjiik, hogy a CFM és az ABF hiromszdgek hason-

16ak, hiszen van egy-egy derékszogiik, és FCM< = FBA<,

hiszen ezek merdleges szard szogek. Rdaddsul a derékszoggel

szemkozti két oldal, AB és CM a feltételiink szerint egyenldek, F
vagyis a két haromszdg egybevags. Igy viszont a megfelels

oldalaik egyenl§ hosszisiguak, vagyis FB = FC. Igy tehat M
az F'BC hidromszog egy egyenldszard, derékszogli haromszog,
vagyis FCB<{ = ACB<{ = 45°. O . B

5. Egy tabléra felirtdk 1-t6]1 2008-ig a pozitiv egész szamokat. Egy 1épésben letorolhetdk olyan
szamok, amelyeknek Osszege oszthatd 5-tel, és helyettiik felirjdk az 0sszeg otod részét. Véges
sok ilyen 1épésben elérhetd-e, hogy csak az 1 szdm maradjon a tdblan?

Nem érhet6 el. Figyeljilk meg, hogy hogyan véltozik a tdbldn 1évd szdmok osszege. Egy 1€pés
elején egy 5-tel oszthatd Osszeget torliink le, vagyis az Osszeg Sk-val csokken, majd a helyére
felirjuk a k-t. Igy egy teljes 1épésben 4k-val, vagyis egy 4-gyel oszthaté szimmal csdkken mindig
a tablan 1év6 szamok Osszege. Ez azt is jelenti, hogy az egész esemény sordn a tdblan 1évd szamok
0sszegének 4-es maradéka nem véltozik. Az elején az Osszeg:

142008
I14+2+3+...42008 = %-2008:2009-1004,

ami egy 4-gyel oszthaté szam, hisz 1004 oszthaté 4-gyel. Igy a végén nem lehet egy darab 1-es a
tdblan, mert akkor az ,,0sszeg” 4-es maradéka 1 lenne.

- J

5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Hény olyan haromjegyli szdm van, amelyben a paros szdmjegyek szdma paratlan?

9.10-5 = 450 ilyen hdromjegy(i szdm van. Az els§ jegy (szdzasok helye) nem lehet 0. Igy,
a szédzasok helyére 9 szdmjegy koziil valaszthatunk. A mdsodik jegy lehet nulla is, tehat itt
10 szdmjegy koziil vélaszthatunk. Ha eddig pédros sok paros szdmjegyet vdlasztottunk, akkor
az utolsé jegy 0,2,4,6 vagy 8 lehet. Ha eddig pdratlan sok paros szamjegyet vélasztottunk,
akkor az utolsé jegy 1,3,5,7 vagy 9 lehet. Mivel mindkét esetben 5 lehet&ség van, igy 0sszesen
9-10-5 =450 lehetdség van.

2. Hany részre osztjdk a teret egy kocka lapjai altal meghatarozott sikok?

Els6 megoldas: A kocka minden lapjdhoz, éléhez és csticsdahoz csatlakozik kiviilrdl egy térrész,
illetve van a kocka belseje. fgy osszesen 6+ 12+ 8+ 1 = 27 részt hatdroznak meg a lapsikok.
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Masodik megoldas: Két szemkozti oldal sikja 3 ,,emeletre” bont-
1 2 3 ja a teret és minden szinten az 4brdn lathaté 9 rész keletkezik.

Minden szinten az itt lathat6 sikrészeknek megfelel egy térrész.
Ez viszont is igaz, minden térrésznek megfelel valamelyik ,,eme-

4 5 6 leten” egy sikrész. Ebbol kovetkezik, hogy 3 -9 = 27 térrészt ka-
punk.
Harmadik megoldds: Ha Rubik-kocka k6zéps6 (nem lathato)
7 8 ) kiskockdjdnak lapsikjait vessziik, akkor a 3x3x3 kiskockabdl
minden 1€trejove térrészbe pontosan 1 kiskocka keriil. o

3. Hanyféleképpen lehet felvaltani egy 1000 Ft-ost 100, 200 és 500 Ft-osokra
(nem kell mindegyik cimletet felhaszndlni)?

Az 500 Ft-osok szdma szerint konnyen 6sszeszdmolhatjuk az eseteket. 1000 = 500 + 500. Ha
csak 1 darab 500-ast hasznalunk, akkor 1000 = 500 + 2 x 200 + 100 = 500+ 200 + 3 x 100 =
500 +5 x 100. Ha pedig nem haszndlunk 500-ast, akkor a 200-asok szdma szerint:
1000 =5x200=4x200+2x 100 =3x200+4 x 100 =2x200+6 x 100 =1 x200+8 x 100 =
10 x 100. Ez 6sszesen 10 lehetdség. o

4. Egy évben legfeljebb hany olyan honap lehet, amelyben 6t vasdrnap van?

Hét egymast kovetd nap kozott pontosan 1 vasdrnap van. Minden hénapban legaldbb 4 vasarnap
van, mert 4 -7 = 28, és minden hénapban legfeljebb 5 vasarnap lehet, mivel 5-7 =35 > 31.
Minden évben legaldbb 52 vasarnap van, mivel 52-7 = 364 < 365. Es minden évben legfeljebb
53 vasarnap lehet, mert 53 -7 =371 > 366. 12-4+4 =52, illetve 12-4+5 = 53, azaz egy évben
4 vagy 5 honapban lehet 6t vasarnap.

- J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Szamitsuk ki az 6sszes tizes szamrendszerbeli haromjegy(i szdm szamjegyeinek osszegét!

Els6 megoldds: Parokba rendezziik a szdmokat:
{100,999},{101,998},{102,997},...,{549,550}.

Minden parban a szamjegyek Osszege 28, és mivel 450 par van, a haromjegyli szdmok szamjegye-

inek Osszege 450 - 28 = 12600.

Misodik megoldds: Osszeszamolhatjuk helyiértékenként is. Nézziik meg, hogy példaul az 5-
0s szamjegy hanyszor fog szerepelni az egyes vagy a szdzas helyiértékeken? Az elsé szamjegy
10- 10 = 100-szor lesz 6t. Az utolsé szamjegy 9 - 10 = 90-szer lesz 6t. Innét az dsszegre (1+2+
...4+9)-100+(0+1+...49)-904+ (0+1+...49)-90 = 12600 adddik.

2. Hanyféleképpen lehet a kocka lapjait pirosra és kékre festeni, ha két kifestést nem tekintiink
kiilonboz6nek, ha azok egymdsba forgathaték?

Szamoljuk 6ssze a kék lapok szdma szerint. 6 kék lap egyféleképpen lehet. 5 kék €s 1 piros lap
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esetén a piros lapot hat koziil valaszthatjuk ki. De ezek elforgatdssal mind egymdsba vihetdek,
azaz ez is egy eset. 4 kék €s 2 piros lap esetén, a 2 piros lap lehet egymas mellett, illetve egymassal
szemben. Ez két lehet&ség. 3 kék €s 3 piros lap esetén ha a 3 piros lap k6zott nincs két szemkozti,
akkor a 3 piros lap a kocka egy csucsédnal taldlkoz6 szomszédos lap. Ha van koztiik két szemben
1évd, akkor a maradék egy pirosat akarhogyan is vélasztva meg, ezek is egymdsba forgathatéak
lesznek. Innen is van tehat két lehetdség. A maradék esetek szdma a szimmetria miatt megegyezik
az eddigiekkel. Példdul a 2 kék és 4 piros lap esete megegyezik a 4 kék és 2 piros lap esetével.
Tehat 6sszesen 1 +1+2+2+42+ 141 = 10 lehet6ség van. o

3. Széamitsuk ki a kdvetkezd Osszeget:
142—-3—-4+54+6—-7—-84+9+10—11—-124+13+...42006 — 2007 — 2008 4 2009.

Tegylink be zdréjeleket:
1+(2-3—-445)+(6—7—8+9)+(10—11—-12+13) +...+ (2006 — 2007 — 2008 + 2009).
Egy zéardjelen beliil a szamok 0sszege nulla, azaz a keresett 0sszeg 1. o

4. Erdekes, hogy |_| alakud ,keretekbdl” (hdrom 1 hosszisagu szakasz ,,U” alakban) Ossze lehet
allitani négyzetracsot. Péld4ul 2 x2-es négyzetracsot igy:

Mutassuk meg, hogy 3 x3-as és 5x5-0s négyzetrdcsot is Ossze lehet 4llitani ilyen keretekbdl!

4 ( ( ( ( )
\. \. \. \.

( ) ) ' ( )

/| J \. v, \. J

4 ) ) 4 4 )
\. /| \. /| J/ .

( ( ( ) ( )

L \. \. J . J
) ) ) )
. J J J . J

Az abrén lathatéak a megoldasok. Az ,,U” alakok sarkait lekerekitettiik, hogy jobban latszédjanak.

o
- J

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek tizes szdmrendszerbeli alakjidban a szamje-
gyek szorzata 50407

Tudjuk, hogy
5040 =2%.32.5.7.
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Azt szeretnénk, hogy minél kevesebb szdmjegye legyen a szamunknak, igy minél tobb primténye-
z0t kell 6sszevonni ugy, hogy a szorzat még szdmjegy maradjon. Az 5 és a 7 nem vonhatd 0ssze
semmivel, hiszen mar 2-vel szorozva sem kapunk szdmjegyet. Osszesen 4 dsszevondsi lehetSség
van: 2:2=4,2-2-2=28,2-3=6,3-3 =9. Ha harom darab 2-est vonunk 6ssze, akkor kettovel
lesz kevesebb jegylink, a mdsik hdrom lehetséges Osszevonds egy-egy csokkenést jelent a jegyek
szdmdaban. Mivel az 5 és a 7 biztosan a szdm szdmjegyei lesznek, ezért a négy darab 2-esbdl és két
darab 3-asbdl kell minél kevesebb, azon beliil pedig minél kisebb szamjegyeket gyartani. Legaldbb
3 szamjegy lesz beldliik, és akkor jarunk a legjobban, ha ezek a 2, 8 és a 9. A legkisebb ilyen szam
tehat a 25789. (4)

2. Hény olyan négyjegyli szam van, amelyben a szdmjegyek 0sszege paros?

Els6 megoldas: Parba allithatjuk a négyjegyl szamokat: 1000 — 1001, 1002 — 1003, 1004 — 1005,

, 9998 —9999. Minden pérban az egyik szdmban pdros a szamjegyek Osszege, a masikban
paratlan. Mégpedig azért, mert az elsd 3 szdmjegyiikk mindig megegyezik, az utolsé pedig az
egyik szdmban paros a mdsikban pératlan. Igy pontosan a szamok felében lesz a jegyek osszege
paros, vagyis 4500 ilyen szdm van.

Misodik megoldds: A szadm elsd szamjegye 9-féle lehet, hiszen O nem dllhat az elsé helyen. A
masodik és a harmadik szamjegy 10-féle lehet, hiszen barmi éllhat ott. Ha az els6 harom szamjegy
Osszege pdros, akkor az utolsé szamjegy a 0,2,4,6,8 valamelyike kell, hogy legyen. Ha pératlan,
akkor pedig az 1,3,5,7,9 valamelyike. Mindkét esetben 5 lehetdség van, vagyis 6sszesen 9 - 10 -
10-10-5 = 4500 ilyen szdm van. O

3. Az ABCD téglalap oldalain felvettiik a P, Q, R, S harmadol6 pontokat. Az ABCD téglalap teriile-
tének hanyad része a PORS négyszog teriilete?

D R C
5

0
A P B

Legyen AB = a és AD = b. Tekintsiik az APS haromszoget. Ennek AP alapja harmada az AB ol-
dalnak, vagyis AP = 5. Az AS magassdga pedig kétharmada az AD oldalnak, vagyis AS = 2p. igy

1,.2
az APS haromszog teriilete: 3a23b = éab. Hasonl6 médon a PBQ, QCR és RDS haromszogekrol

is belathat6, hogy a teriiletiik kilencede a téglalap teriiletének. gy a megmaradé paralelogramma
teriilete g-e a téglalap teriiletének.

4. Egy anyénak és két ldnydnak az életkora egy primszdm harom kiilonboz6 hatvdanya. Hany éves az
anya és két lanya most, ha tudjuk, hogy egy évvel ezel6tt mindharmuk életkora primszdm volt?

Az a prim, aminek a kiilonb6z6 hatvanyai az életkorok, nem lehet paratlan. Ha az lenne, akkor
egy évvel kordbban az életkorok mind parosak lettek volna, de ez 3 kiillonb6z6 paros szam lenne,
ami nem lehet mind prim. Igy tudjuk, hogy a 2 hatvényairdl van sz6. Amik életkorként sz6ba
jonnek, azok az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64. Ezeket az életkorokat feltételezve tavaly 0, 1, 3, 7, 15, 31,
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63 évesek lehettek volna. Ebben a sorozatban 3 prim van sszesen: 3, 7, 31. Igy az anya 32, a két
lany pedig 8 és 4 évesek most.
Megjegyzés. Elvileg elképzelhet egy 128 éves anya is, hiszen 127 primszam. Ekkor azonban

lenne egy legfeljebb 8 éves ldnya, és az mar nagyon nehezen képzelhetd el, hogy egy 120 éves
ndnek gyermeke sziiletik.

- J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Keressiink minél nagyobb olyan tizes szdmrendszerben felirt szdmot, amelyre igaz a kovetkezd
tulajdonsag: a két sz€lsé szamjegy kivételével minden szamjegyének kétszerese kisebb, mint a
vele szomszédos két szdmjegy Osszege (pl.: 743347 ilyen szdm).

Egy ilyen szamban egy ideig csokkennek a szdmjegyek értékei, aztan lehet két azonos szamjegy,
majd ismét novekedni kezdenek az értékek. Ha a legkisebb jegy a, annak a szomszédja x + a,
a kovetkezd pedig x + a + b, akkor a feltétel azt mondja, hogy 2x + 2a < 2x 4+ a + b, amibdl
kovetkezik, hogy a < b. Vagyis a legkisebb szamtdl nézve a kiillonbségek ndnek. Ha x a legkisebb
szamjegy, akkor a nagyobb szomszédja legaldbb x 4 1, ennek szomszédja legaldbb x 4 1 4 2
stb., és akkor x + 1 +2 + 3 +4 mar nem lehet szdmjegy. Vagyis a szam legfeljebb 8-jegyli. A
legnagyobb ilyen szdmot a fentiek alapjan konnyen megkaphatjuk: 96433469.

2. Peti azt javasolja a Nemzeti Banknak, hogy a bevont 1 és 2 forintosok helyett vezessék be a 3
forintost, mert igy minden 7 Ft-ndl nagyobb egész forintot ki lehetne fizetni akar 3 és 5 forinto-
sokkal is, nem kellene kerekiteni. [gaza van-e Petinek?

Igen, igaza van. 8 forintot ki tudunk fizetni, hiszen 543 = 8. Hasonl6an a 9 és a 10 forint is
kifizethet6: 9 =3+3+3, 10 =5+ 5. Ha 8 kifizethetd, akkor 11, 14, 17, ... is kifizethet6 (ezek
a 3-mal osztva 2 maradékot adé szamok), hiszen minden 1épésben egy 3 Ft-ossal tobbet adunk,
mint korabban. Hasonldéan a 9, 12, 15, ... (3-mal oszthaté szamok) és a 10, 13, 16, ... (3-mal
osztva 1 maradékot adé szamok) is kifizethet6k. Ez viszont az dsszes 7-nél nagyobb egész szdmot

jelenti. o

3. Egy kocka csucsait pirosra és kékre festhetjiik. Hany kiilonboz6 kifestés lehetséges, ha két kifes-
tést akkor tekintiink azonosnak, ha egymadsba forgathatok?

Szamoljuk meg a lehetdségeket a piros csicsok szdma szerint.
e Ha nincs piros csucs, akkor csak egyféle lehet a kocka.

e Ha egy piros csucs van, akkor is.

e Ha két piros csucs van, akkor az mar hdromféle lehet, hiszen a két csucs lehet egy él két
végpontja, egy lapatl két végpontja, illetve egy testatlé két végpontja.
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e 3 piros csucs esetén mar nem ennyire egyszer( a helyzet. Itt az aldbbi esetek lehetségesek:

¢
¢

egy lap 3 csucsa piros vagy van két élszomszédos csucs €s egy olyan, ami nem szomszédos
a masik kettdvel, illetve semelyik kettd piros cstics sem szomszédos.

e 4 piros csucs esetén pedig a kovetkezd lehetdségek vannak, amiket a piros atellenes csicspa-
rok (testatlo két csicsa) szama szerint lehet attekinteni:

([

P2

Az els6 sorban az a hdrom eset van, amikor nincs dtellenes piros csticspar. A mdsodikban,
amikor pontosan 1 van, mig a harmadikban, amikor pontosan 2. (A mésodik sor két kockdja
forgatdssal nem vihet6 egymdsba, de ha a tiikkr6z€s is megengedett lenne, akkor ezek nem
lennének kiilonbozd esetek.)

Az 5, 6, 7, 8 piros cstcs esetét mar tulajdonképpen megszamoltuk, hiszen pl. a 6 piros csucsu
kockabdl pontosan annyi van, mint a 2 piros csucsubol, hiszen mindegy, hogy a piros vagy a kék
csticsok szerint szamolunk. Igy 6sszesen 1+ 143 +3 47 +3 +34 1 + 1 = 23 kiilonboz6 kocka

lehetséges. o
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4. Hany olyan négyjegyli tizes szamrendszerbeli szdm van, amelyben van legaldbb két egyforma
szamjegy?

9000 négyjegyt szam van. Ezek koziil szdmoljuk meg azokat, amikben nincs két egyforma szam-
jegy. Ezek szdma: 9-9-8.7 = 4536, hiszen az els6 szamjegy lehet 9-féle (0 nem lehet). A
masodik is, mert barmi lehet, csak az nem, ami az els6, de most mar lehet 0 is. A harmadik jegy
lehet 8-féle, mert nem lehet az a kettd, ami az elsé két szdmjegy, és ugyanigy a negyedik jegy
lehet 7-féle. Vagyis 0sszesen 9000 — 4536 = 4464 ilyen szam van.

- J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Van-e primszdm a kovetkez6 alaki tizes szamrendszerbeli szdmok kozott:

121,11211, 1112111, 111121111,...?2
Vegyiik észre, hogy

121 =110+ 11 =11-(10+1)
11211 = 11100+ 111 = 111- (100 +1)
1112111 = 1111000+ 1111 = 1111 - (1000+ 1)

és igy tovéabb. Igy a kérdéses szamok mindegyike folirhaté két, 1-nél nagyobb pozitiv egész szdm
szorzataként, vagyis nem lehet egyikiik se prim. o

2. Az ABC haromszogben P a BC oldal, Q a PA szakasz, R a BQ szakasz, végiill S a CR szakasz
felez6pontja. Az ABC haromszog teriilete hanyszorosa a QRS haromszog teriiletének?

A sulyvonal felezi a hdromszog teriiletet. (A sulyvonal az
egyik csucsot koti 0ssze a szemkozti oldal felez6pontjdval.
A keletkez két haromszog alapjaik egyenldek, magassagaik
azonosak.)

Ezt haszndlva lathaté, hogy a OS a QRC haromszog sily-
vonala, igy Torc = 2Tpgrs. Ugyanigy a CR a CQB ha-
romszog sulyvonala, igy Tcop = 2Tpre. Masrészt, Thpc =
Tapp + Tacp = ZTQBP -+ ZTQCP = ZTQCB, mert a E és @
rendre az ABP és ACP haromszogek sulyvonalai.

B 2 e

Mindezeket 6sszevetve Typc = 2Tpcp = 4Tore = 8Tprs adodik, vagyis az ABC haromszog teriilete
8-szorosa a QRS haromszogének. o

3. Igazoljuk, hogy a 3 pozitiv egész kitevdjl hatvanyainak tizes szdmrendszerbeli alakjidban az utol-
s6 elbtti szamjegy mindig paros (3' = 03, és 3% = 09).

El6szor nézziik meg, hogy a 3-hatvdnyok utolsé szdmjegye mi lehet. Az utolsé szdmjegy az
adott szdm 10-es osztdsi maradéka, és két egész szdm 10-es maradékdnak szorzata ugyanazt a
maradékot adja 10-zel osztva, mint a két szdm szorzata. Igy a 3-hatvdnyok utolsé jegyeinek
vizsgalata sordn a kovetkezd 3-hatvany utolsé jegyének kiszamitasdhoz elég az el6z6ét beszorozni
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3-mal, és az eredmény utolsé jegyét venni. Emiatt az utolsé jegyek rendre 3,9,7,1 (mert 3-9 =27,
3.7 =21). Innen a kovetkez6 utolsé6 jegy a 3, és innen a 3,9,7,1 ismétlédik, hiszen ebben a
sorozatban az el6zd elem egyértelmiien meghatirozza a kovetkez6t. Tehét az utolsé jegy csakis
1,3,7 vagy 9 lehet.

Azt tudjuk, hogy 3!-re teljesiil az 4llitds. Most legyen 3" = 100a + 10b + ¢, ahol a nemnega-
tiv egész, b és c pedig az utolsé két szdmjegye 3"-nek (10-es szamrendszerbeli alakban). Ha itt
n pozitiv egész, és mar tudjuk, hogy b péros, akkor 3" = 300a 4 306 + 3c. Itt az utolsé két
szamjegyet csak az utolsé két tag hatarozza meg, hiszen az els6 oszthaté 100-zal. A b péros, igy
30b = 3b- 10 utols6 szamjegye 0, utolsoé elotti pedig paros, hiszen a 3b paros. Az utolsé szamjegy
igy a 3c utolso jegye, az utolso eldtti pedig a 3b utolsé el6tti (paros) jegyének és a 3¢ utolsé elbtti
jegyének Osszege, amibdl esetleg atvaltas miatt le kell vonni a 10 egy tobbszorosét. De ¢ a 3!
utolsoé jegye, igy értéke csakis 1,3,7 vagy 9 lehet. Tehat 3¢ lehet 3,9,21 vagy 27. Ezek mindegyi-
kének pdros az utolsé el6tti jegye. A 10 is paros, igy végeredményben a 3" utolsé elétti jegye is
paros.

De n = 1-re mar tudtuk, hogy az ehhez tartoz6 b paros (a 0), igy minden n pozitiv egészre is igaz
az allitas. Tehat valoban, 3" utolsé el6tti szamjegye mindig paros.

4. Az elsé tiz pozitiv egész szdm Osszegében: az 1 +2+3+4 4 ... +9+ 10 6sszegben barmelyik
szam eldjelét ,,4+-r6l ,,—"-ra valtoztathatjuk. Elérhet6-e igy, hogy az 4j 6sszeg értéke 20 legyen?

Vegyiik észre, hogy az eldjelek valtoztatdsaval nem valtoztathatd az 0sszeg paritdsa. Ha ugyanis
az Osszegbe az egyik tagndl a helyett —a-t frunk, akkor az Osszeg 2a-val csokken, és ez paros,
vagyis nem valtoztatja a paritast. Eredetileg az 6sszeg 1 +2+ ...+ 10 = 55, ami paratlan, a 20
viszont pdros, igy nem érhetd el a 20.

5. Hany olyan négyjegyd tizes szdmrendszerbeli szdm van, amelynek szdmjegyei pontosan kétféle,
0-t61 kiilonb6z6 szamjegybdl dllnak?

Elészor is hatdrozzuk meg, hanyféleképpen valaszthatd ki ez a két szimjegy. Osszesen 9-féle 0-t6l
kiilonboz6 szamjegy van. A két jegybdl az els6t 9, a médsodikat ezutdn 8-féleképpen vdlaszthatjuk
ki. Ez 9-8 = 72-féle lehetéséget adna, de igy minden szamjegypart 2-szer szdmoltunk, mindkét
sorrendjében. Tehat Osszesen % = 36-féleképpen valaszthaté meg a két jegy. A tovabbiakban
jelolje ezeket a és b.

Lehet 3 darab a és 1 darab b, 2 darab a-bdl és b-bdl is, illetve 1 darab a és 3 darab b. Az elsd
és a harmadik esetben is 4-féle lehet a szdm, mert annak a jegynek a helyét, melybdl csak 1 van,
4-féleképpen vélaszthatjuk meg. (Az els6 jegyre nem kell kiilon figyelniink, hiszen sem a, sem b
nem 0.)

A masodik esetben a 2 darab a jegy helyét akarjuk megvélasztani. Az els6 a-t 4-féle helyre tehet-
juk, ezutdn a masodikat 3-félére. Ez 4 -3 = 12 lehetOséget adna. De igy valdjdban minden esetet
2-szer szamoltunk, mert egy elhelyezésnél a 2 darab a jegyet 2-féleképpen tehetjiik sorrendbe.
Tehat az elhelyezések szama % =6.

Tgy Gsszesen 36- (4464 4) = 504 j6 szdm van. (4)

- J
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7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Andrés és Bea testvérek. Andrés arra a kérdésre, hogy hany évesek, igy vélaszolt. Ha a higom,
Bea annyi id6s lesz, mint én vagyok most, akkor egyiitt 35 évesek lesziink. Most én haromszor
olyan id8s vagyok, mint a higom volt akkor, amikor én olyan id0s voltam, mint a higom most.
Hény éves most Andris és Bea?

Legyen Andrds és Bea jelenlegi életkora x, illetve y év. Ekkor Bea x —y év mlva lesz annyi ids,
mint Andras most, és ekkorra Andras x+ (x —y) = 2x — y éves lesz. Igy az elso feltétel szerint

(2x—y)+x=3x—y=35.

Andrds x —y évvel ezel6tt volt olyan ids, mint Bea. Ekkor Bea y — (x —y) = 2y — x éves volt. A
madsodik feltétel szerint tehat x = 3(2y — x) = 6y — 3x, azaz

6y —4x=0.
Az els6 egyenletbdl y = 3x — 35. Ezt beirva a mdsodik egyenletbe

6(3x—35)—4x=0
14x—210=0
x=15.

Igy y = 3x — 35 = 10. Tehit Andras 15, Bea 10 éves. o

2. Egy tizes szamrendszerben felirt szamro6l azt mondjuk, hogy szerencsés, ha a szdmjegyeit két
olyan csoportra bonthatjuk, amelyben a szamjegyek Osszege egyenlS. Példaul 11,22,99,123
szerencs€s szamok. Melyik az a legkisebb szerencsés szam, amelyre igaz, hogy a néla eggyel
nagyobb szdm is szerencsés?

Nyilvanvald, hogy szerencsés szam szdmjegyeinek Osszege paros kell, hogy legyen, hiszen két
egyenld egész szam Osszege. Legyen n és n+ 1 a két keresett szomszédos szerencsés szam. Ha
az n+ 1 Osszeadasban k darab (esetleg 0) 10-es atvéltds torténik, akkor k darab 9-es jegy helyett
lesz 0-s, és 1 jegy megnd 1-gyel. Igy a szamjegyek 6sszege 1 — 9k-val né. Minthogy n és n+ 1 is
szerencsés, ezért mindkettdjiik jegyeinek Osszege paros, igy 1 — 9k is paros. Ez kizdrja a paros k
értékeket, vagyis csakis k = 1 vagy k > 3 johet szdba.

Ha k = 1, akkor n+ 1 egy 10-zel oszthatd, de 100-zal nem oszthat6 pozitiv egész. Mivel nem sza-
mit, hogy az utolsé jegyet, a 0-t melyik szdmjegycsoportba soroljuk, amikor két, egyenl6 6sszegli
csoportra bontjuk az n+ 1 szdmjegyeit, ez nem valtoztatja meg egyik Osszeget sem, igy az ezt
elhagyva kapott a = % szadm is szerencsés kell, hogy legyen. Az a nem lehet 0, hiszen n + 1
pozitiv, és nem lehet egyéb 1-jegyli sem, hiszen ekkor nem lennének a szdmjegyei a kivant médon
két csoportba oszthatok. Ha pedig 2-jegyd, akkor sziikségszertien a két jegynek egyenlének kell

lennie.

Az ilyen alakud a-khoz tartoz6 n + 1-ek nyilvén valéban szerencsések lesznek, azt kell ellendrizni,
hogy az n is az lesz-e. Az els6é néhany ilyen alaki a-ra (11, 22, 33, 44, 55) folirva a hozzdjuk
tartoz6 n-eket: 109, 219, 329, 439, 549. Ezek koziil csak az 549 szerencsés (5+4=9),igyak =1
esetben ez a legkisebb j6 n.

Ha pedig k > 3 lenne, akkor n + 1-nek 1000-rel oszthatonak kellene lennie, vagyis n > 999 lenne,
igy nem kaphatunk kisebb n-et, mint az 549.

Tehét a legkisebb j6 n az 549. (4)

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany Bl

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Megoldasok

XXXVILI. verseny 2007-08.

3. Jeloljon A egy 2008 jegybdl 4llo, 9-cel oszthatd szamot. Legyen B az A szamjegyeinek Osszege,
C a B szamjegyeinek 0sszege, végiil D a C szamjegyeinek 0sszege. Hatarozzuk meg D értékét!

Egy szdm jegyei 0sszegének 9-es osztdsi maradéka egyenld magdnak a szdmnak a 9-es maradéka-
val. Igy abbdl, hogy A oszthaté 9-cel, rogton adédik, hogy B, C és végiil D is oszthat6 9-cel. Az is
konnyen lathatd, hogy pozitiv egész szdmjegyeinek Osszege is pozitiv egész, igy D > 9. Mivel A
egy 2008-jegyii szam, igy B < 2008 -9 = 18072, vagyis B legfeljebb 5-jegyti. Igy C < 5-9 = 45.
Igy D <449 = 13. De D oszthat6é 9-cel, igy D < 9. Ugyanakkor mar tudjuk, hogy D > 9, igy
csakis D =9 lehet.

4. Az ABCD négyzet AC atl6jan 1év6 P pontra igaz, hogy AP = AB. A BC oldalon 1év6 Q pontra
igaz, hogy PQ mer6leges AC-re. Igazoljuk, hogy a PC, PQ, BQ szakaszok egyenldk!

A CAB< a négyzet szimmetridi miatt a DAB< fele, vagyis 45°. Az D C
APB hiromszog egyenldszart (AP = AB), igy az APB<< = ABP<({ =
I80°245% — 67,5°. Ebbél azonnal kovetkezik, hogy ABP< > 45° = P
ABD<, ezért ha O az AC és BD 4tlok felezGpontja, akkor P az oC 19)
szakaszon van. Innen pedig rogton adodik, hogy OB és AC merd- Q
legessége miatt van j6 Q a BC szakaszon (a Q nem az oldalegyenes
kiilsé részén van).

gy a PCO< = 45°-b6l és QPC<t = 90°-b6l COP<(45° adédik. gy
a QPC hiromszog egyenldszard, PQ = PC. Emellett BOP<( = 180° — CQP<t = 135°-b6l és
OBP< =90° — ABP< = 22,5°-b6l BPQ<t = 180° — 135° —22,5° = 22,5° kovetkezik, vagyis a
BQP hiromszog egyenl6szért, OB = QP.

B

Ezt a két kapott egyenlséget sszevetve rogton adédik, hogy PC = PQ = BQ, és ezt akartuk
bizonyitani.

- J

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy ha két pozitiv egész szdm Osszege 2310, akkor a két szam szorzata nem oszthatd
2310-zel!

Indirekten bizonyitjuk az allitast: tegyiik fel, hogy a és b olyan pozitiv egészek, amikre
a+b=2310és a-b = 2310k, ahol k egy pozitiv egész szdm. 2310 primtényezls felbontdsa
2310 =2-3-5-7-11. Megfigyelhetjilk, hogy minden prim elsé hatvanyon szerepel. Mivel
a-b=2310-k, ebbdl kovetkezik, hogy ha p prim, és p | 2310, akkor p | b, vagy p | a teljesiil. Ha
p | a, akkor b = 2310 — a miatt p osztja b-t is, mert ha két szdm mindegyike oszthaté p-vel, akkor
a kiilonbségiik is. Hasonléan p | b-bol kovetkezik, hogy p | a. Tehdta 2, 3,5, 7, 11 primek osztjak
a-t és b-t is, ami azt jelenti, hogy a,b > 2310, ami ellentmond a + b = 2310-nek.

2. Azt mondjuk, hogy a 8, 9 szomszédos szamokbdl all6 szampar érdekes, mert 8 = 23.9=132 azaz
mindkét szdm primtényez6i legaldbb masodik hatvdnyon szerepelnek. Keress még legaldbb egy
ilyen érdekes szampart!

Keressiink egy ilyen szampart (x2 — l,xz) alakban! x*-ben minden prim péros kitevn szerepel
x-t6l fiiggetleniil, ezért elég azzal foglalkoznunk, hogy x> — 1 eleget tegyen a feltételnek.
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Alakitsunk szorzattd: x> — 1 = (x — 1)(x + 1). Foglalkozzunk csak pératlan x-ekkel: ekkor x — 1
és x + 1 is péros, tehdt a 2 kitevdjével mar nem kell tor6dniink, mert az mér legaldbb 2 lesz.

Keressiink pératlan x-et Ugy, hogy (’%1, )%1) is olyanok legyenek, hogy minden prim kitevgje

legalabb masodik hatvanyon szerepel. Ez pont azt jelenti, hogy (’%1, )%1) szampdr érdekes, mert
a kiilonbségiik 1. De egy ilyet mar ismeriink: (8,9), ezt hasznalva tehit megvalaszthatjuk jol x-et
(x = 17), és igy kapjuk a (288,289) érdekes szampart.

Megjegyzés. Ezt az eljarést folytatva taldlhatunk végtelen sok megfelel6 szampart. o

3. Az ABCD négyzet oldaldnak hossza 1. Az AB oldalon felvesziink egy P pontot, az AD-n pedig egy
Q pontot gy, hogy az APQ haromszog keriilete 2 egység legyen. Igazoljuk, hogy PCQO< = 45°!

Legyen S olyan pontja a PQ szakasznak, amire PB = PS. 0

Mivel AQ + QS +SP+ PA =2 = AD + AB, ezért szik- D
ségszertien SQ = OD. Igy SQD és SPB haromszogek
egyenlGszardak. Legyen APB<t = ot és AQB<t= 3. AQP
hdromszog derékszogd, ezért o + B = 90°. Szdamoljuk
ki SOD és SPB szarszogeit: QDS<(+ QSD< = 3, azaz
ODS< = QSD< = %, és hasonléan PSB<(+ PBS<( = %. S
Megmutatjuk, hogy CS szakasz merSleges PQ szakasz-

ra: tegyiik fel, hogy nem merdleges, és legyen ek- p
kor §' a C-b8l a PQ-ra bocsitott merSleges talppont-

ja.

Ha S'C < 1, akkor PS’ > PB, mert a Pitagorasz-tételbdl: B ¢
CS"? + PS"? = PC? = CB? + PB?, azaz CS"* = 1 + PB? — PS'?, hasonléan QS’ > QD. Ez viszont
nem lehetséges, mert PS' + QS’ = QD + PB.

Hasonléan beldthatd, hogy CS’ > 1 sem teljesiilhet, ezért CS' = 1.

Ha CS’ = 1, akkor PS'C és PBC egybevagd haromszogek (mindketté derékszogl, az atfogdjuk
azonos, és az egyik befogdjuk hossza azonos), ami azt jelenti, hogy PS’ = PB, tehat S = §'.

Ezt a merSlegességet felhaszndlva mar konnyen kiszdmolhatjuk a QCP szoget: az el6z6 gondolat-
menetbdl az is kideriilt, hogy SC = 1, specidlisan PSC és PBC egybevagok, és szimmetrikusak PC-
re, azaz PSCB négyszog deltoid. Innen kapjuk, hogy BS mer6leges PC-re, tehat PBS<t = PCB<,
és hasonléan ODS<t = QCD<. Tehét

_ B _
QCP<=90°— ¢ -5 =45°. O
4. Egy sorozat elsd két tagja: a; = 2, ap = 3 és minden tovébbi tag a két szomszédjanak szorzatanal
eggyel kisebb. Szamitsuk ki a sorozat els6 560 tagjdnak osszegét!

Ha ismerjiik a sorozat i-edik és (i 4 1)-edik tagjat, akkor egyértelméien meg tudjuk hatdrozni az
(i+2)-ediket: a;-a;12 — 1 = a;;1, amit atrendezve:

aiy1+1
aiy2 = .
ai
Igy kiszdamolhatjuk a sorozat els6 néhany tagjat:
2,3,2,1,1,2,3,2,...

Innen észrevehetjiik, hogy a sorozat periodikus, és ezt konnyen be is lathatjuk: a sorozat egy elemét
meghatdrozza a megeldz6 két elem, tehdt ha taldlunk két szomszédos elempdrt, ami egyszer méar
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szerepelt (mint szomszédos elempdr), akkor az mar bizonyitja a periodikussigot. Ilyen ismétl6do
par a 2, 3. Tehét a sorozat periodikus, egy periddusa 6t hosszisagu, €s a kovetkezokbol all: 2, 3,
2,1, 1. Az els6 560 tagban 55@ = 112 ilyen 06t0s szerepel, és egy-egy periddusban a tagok Osszege

9. Tehat az elsd 560 tag osszege 9112 = 1008. o

5. Egy egész oldalhosszisagu négyzetet feldaraboltunk 100 (nem feltétleniil egybevagd) négyzet-
re. Ezek koziil 99-nek a teriilete 1 teriiletegység. Mennyi lehet a szdzadik négyzet teriilete?
Megval6sithat6-e a kapott eredmény?

Legyen a feldarabolt négyzet oldalhossza a, a szdzadik négyzeté b. Ezekre a kovetkezSt irhat-
juk fel: 99 +b? = a®>. Atrendezve és szorzatta alakitva: 99 = a> —b> = (a —b)(a+b). 99
primtényezds felbontdsa 99 =3-3-11, és a+ b > a — b, ezért csak a kdvetkez6 3 eset lehetséges:

@ a—-b=1,a+b=99
(b)a-b=3,a+b=33
(©)a—-b=9,a+b=11
Ezekbdl pedig a kovetkezd (a, b) megolddsok adédnak: (50,49), (18,15), (10,1). Ezek mindegyi-

ke megvaldsithatd, egy-egy lehetséges megvaldsitast mutatnak az alabbi dbrak:
10 18 50

49x49

15x15

: o
- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Melyek azok a p pozitiv primszamok, amelyekre igaz, hogy 4p — 1 négyzetszam?

Vizsgéljuk meg a négyzetszamok lehetséges 4-gyel val6 osztdsi maradékait.
Ha n péros, akkor n? oszthaté 4-gyel.
Ha n pératlan, akkor 2k + 1 alak, igy a négyzete

(2k+1)> = 4k> + 4k +1 = 4(k> + k) + 1

alaku. Tehdt egyetlen négyzetszam sem adhat 4-gyel osztva 3 maradékot. 4p — 1 3 maradékot ad,
ezért semmilyen primre nem lehet négyzetszam. o

2. Szamitsuk ki egy haromszog €s a stlyvonalaibol szerkesztett haromszog teriiletének ardnyat!

Az ABC haromszog oldalfelez6pontjai legyenek rendre F, G, H, és a haromszoget tiikrozziik F-re.
C,G, H tiikorképe legyen rendre C', G’ H'. Ekkor az AC'BC négyszog paralelogramma.
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Lassuk be, hogy AGH' az ABC haromszdg stlyvonalaibdl

szerkesztett haromszoggel egybevigs. Ehhez elég, hogy C

harom oldala a harom sulyvonallal egyenl6 hosszu.

AG egy silyvonal. AH’' = BH mert egymads tiikorké- G

pei. GH' = CF, mert GH' a CBC' haromszog kézépvona- H

la. CC' = 2CF, és a haromszdg kozépvonala mindig fele B
olyan hosszu, mint a hozz4 tartozé oldal.

Tehat a kérdés, hogy mennyi az ABC és AGH' hiarom- A

sz0g teriiletének ardnya. Legyen az ABC haromszog H'
teriilete egy egység. Ekkor a paralelogramma teriilete G

két egység. A paralelogramma teriiletébdl levonva az

AGC,GH'B,AH'C' haromszogek teriiletét kapjuk az AGH’ lod
haromszog keresett teriiletét.

Egy haromszog stlyvonala mindig felezi a teriiletet, mig a kozépvonalak négy egyenld teriiletti ha-
romszogre osztjdk a haromszoget. BCC' haromszog teriilete is egy egység, mert a paralelogramma
teriiletének fele, hiszen a paralelogramma teriiletét mindkét atlgja felezi.

Az AGC és AH'C' hdromszogek teriilete tehdt § egység, mig BGH' teriilete ;. Igy AGH' teriilete
1_1_1_3

2-3-374=7%

Tetszb6leges haromszog esetén tehdt a haromszog és a silyvonalaibdl szerkesztett haromszog

teriiletének ardnya 1 : % =4:3. o

3. Abrézoljuk a kovetkezd fiiggvényt a [—2;4] intervallumon:
f) =[lxe—1]—|x=3]|.

Vilasszuk sz€t az eseteket aszerint, hogy a két abszolut ért€kben szerepld kifejezés negativ, vagy
nemnegativ.

x—1 az 1-nél, mig x — 3 a 3-ndl vélt eldjelet. Tehat csak eldjelek tekintetében 3 eset van. A
kifejezések atalakitdsandl azt hasznéljuk, hogy negativ szdm abszoltt értéke az ellentettje, mig
nemnegativé dnmaga.

e Hax < 1, ekkor x — 1 és x — 3 negativ, ezért
) == (=) = (~(x=3)) = | =x+ 1423 =| -2| =2
e Ha 1l <x < 3, ekkor x — 1 nemnegativ és x — 3 negativ, ezért
f)=x—1—(=(x=3))|=x—1+x=3]=|2x—4|.
e Ha x > 3, ekkor x — 1 és x — 3 nemnegativ, ezért
F) = =1 (x=3)| =2.

Még meg kell vizsgélni, hogy a [1;3[ intervallumon hogy néz ki az f(x) = |2x — 4| fiiggvény. Ez
az x = 2 helyen vilt eldjelet.
x < 2esetén f(x) = —2x+4,

x>2esetén f(x) =2x—4.
Ezek alapjan mar tudjuk abrdzolni a fiiggvényt, mert minden szakaszon konstans, vagy linedris.

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 55

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Megoldasok

XXXVII. verseny 2007-08.

9

e A [-2;1] intervallumon konstans 2.
e A [1;2[intervallumon —2x+4.

e A [2;3[intervallumon 2x — 4.

e A [3;4] intervallumon konstans 2.

A
3 1

i o

4. A derékszogli haromszogbe irt kor dtfogora illeszkedd érintési pontja két részre osztja az atfogot.
Igazoljuk, hogy e két szakasz hosszdnak szorzata a hdromszog teriiletével egyenld!

Az ABC derékszogli haromszog beirt korének kozéppontja legyen K, az érintési pontok legye-
nek rendre L,M,N. Egy korhoz kiils6 pontbol huzott érinté szakaszok hossza egyenld, ezért
BL =BM = p, LA = AN = q. T jeldlje a haromszog teriiletét, r a beirt kor sugarat.

B

Az érintési pontokhoz hizott sugarak mer6legesek az oldalakra, ezért KMCN egy r oldali négyzet.
A befogdk szorzata a haromszog teriiletének kétszerese, ezért

(p+r)(r+q) =2T = pg+r*+ pr+rq.

Elég belétni, hogy r*> + pr+rq = T, ebbdl a fentiek alapjan T = pg.
Az ABC haromszog feldarabolhaté a KMCN négyzetre és a LBK, BMK, KNA, ALK derékszogl
haromszogekre, ezért teriilete

pr pr qr qr

2, 00 00 4 42
r+2+2+2+2 I+ pr+rq,

amit éppen be akartunk latni. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. o

- J
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FELADATOK

/—m Megyei fordulo

1. Hény olyan tizes szdmrendszerbeli haromjegy( szam van, amelynek minden szdmjegye paros? (A
0 is péaros!)

2. Szdamozzuk meg a kocka csucsait az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokkal agy, hogy barmelyik lapon
ugyanannyi legyen a szdmok 0sszege, mint a szemkozti lapon.

3. Bontsunk fel egy négyzetet egyenes szakaszokkal 8 haromszdgre ugy, hogy mindegyik haromszog
pontosan hdrom masik hdromszoggel legyen szomszédos. (Két haromszog akkor szomszédos, ha
szakaszban érintkeznek. Csak kozos csuccsal rendelkezd haromszdgek nem szomszédosak.) °

4. Bontsuk fel egy kocka mind a 6 lapjat két-két téglalapra ugy, hogy mindegyik téglalap 5 masikkal
legyen egy oldalban vagy oldaldnak egy szakaszaban hataros! o

- J

M Megyei fordulo

1. Mutassuk meg, hogy

11111112222222 — 3333333

egy pozitiv egész szam négyzete! °

2. Az ABCD téglalap megfeleld oldalainak harmadol6 pontjai a P,Q,R,S pontok. Hanyad része az
ABCD téglalap teriiletének a PQRS paralelogramma teriilete?

D R C

S
Q

A P B 0

3. Allitsuk el8 a 110-et olyan pozitiv egész szamok 6sszegeként, amelyekre igaz, hogy a reciprokuk
0sszege 1 (példaul 3 reciproka %).

4. Egy hdromszog és egy négyszog keriiletének lehet-e 4, 5, 6, 7 és 8 kozds pontja? (Adjunk példa-
kat!)

- J
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—

Feladatok

Megyei fordulo

1. Szamitsuk ki a tizes szamrendszerbeli haromjegyii szamok szdmjegyeinek Osszegét! o

2. A kert egy bizonyos részét az apa 2 6ra alatt, a nagyobbik fia 3 ora alatt, a kisebbik fia 6 6ra

alatt dssa fel egyediil. Mennyi id6 alatt dssdk fel a kertnek azt a részét, ha mindhdrman egyiitt

dolgoznak?

. Egy téglalapot az dbran lathaté6 modon négy téglalapra bon-

tottunk. Harom téglalapba beleirtuk a teriiletét, a negyedik
téglalap teriilete x. Szamitsuk ki x értékét!

. Kivdlasztottunk két tizes szdmrendszerbeli kétjegyl szamot.

Tudjuk, hogy a tobbi (ki nem vélasztott) kétjegyl szam
Osszege éppen 50-szerese az egyik kivalasztott szdmnak.
Melyik két szdmot vélasztottuk ki? ()

Az e egyenes merdleges az ABC derékszogli haromszog AB atfogdjara, a BC befogd egyenesét
D-ben, az AC befog6 egyenesét E-ben metszi. Mekkora szoget zar be az AD és BE egyenes?

J

8. osztaly

kapott szorzatokat 6sszeadjuk. Mennyi lesz az 0sszeg?

Mutassuk meg, hogy barmely haromszog feldarabolhaté egyenldszari haromszogekre!

o
o

Melyik lehet az a pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy a néla 1-gyel kisebb szdm pozitiv oszt6i

koziil 3 kiillonbozbének az 0sszege?

. Egy kockat harom olyan sikkal metsziink, amelyek parhuza-

mosak 2-2 oldallappal az dbran lathaté modon. Igazoljuk,
hogy a piros téglalapok teriiletének Osszege egyenld a kék
téglalapok teriiletének osszegével!

. Néhany laddban 0sszesen 36 tonna aru van. Mindegyik lada

sulya legfeljebb 1 tonna. Igazoljuk, hogy egy 4 tonna teher-
birdsu teherautdval legfeljebb 11 forduldval az Osszes lada
elszallithato, de 11-nél kevesebb forduldval nem feltétleniil!

©

o

Megyei fordulé

1. A 100-t6l 200-ig terjedd pozitiv egész szamok mindegyikének 6sszeszorozzuk a szamjegyeit, és a
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Jeloljiik meg a (8 x 8-as) sakktablan 16 mez0 kdzéppontjat ugy, hogy semelyik 3 megjeldlt pont ne
essen egy egyenesbe!

2. A tizes szamrendszerben felirt kétjegyl pozitiv egész szamoknak leirtuk a szdmjegyeik Osszegét
(pl. 18-bdl 1 + 8 = 9-et kaptuk). Sorold fel, melyik szamot hanyszor kaptuk igy meg.

3. Adott egy 27 %34 mez&bdl all6 négyzetracsos lemez, ebbdl kell minél tobb 1x5-6s lapot kivagni.
Hény ilyen lapot tudunk késziteni?

4. Valamelyik évben 3 egymast kovetd hénapban Osszesen 12 hétfé volt. Mutassuk meg, hogy a
harom hénap kozott ott van a februdr!

- J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Hany olyan legfeljebb haromjegy pozitiv egész szam van, ami nem oszthat6 sem 2-vel, sem 5-tel?

o

2. Egy négyzet egy bels6 pontja a négyzet egyik oldaldtdl 6 cm, a masiktdl 7 cm, a harmadikt6l 8 cm
€s a negyediktd]l 9 cm tavolsdgra van. Mekkora a négyzet oldala? O

3. Az 5. osztdlyban 7-tel kevesebb fiti van, mint lany. EbbdI az osztalybdl egy fid azt llitja, hogy
kétszer annyi lany osztalytarsa van, mint fid. Hanyan jarnak ebbe az osztilyba?

4. A 90 és 91 érdekes tulajdonsagu szampar. Az elsé szdmjegyeinek 0sszegét a masodik szamhoz
adva 100-at kapunk, és forditva, a mdsodik szdmjegyeinek Osszegét az els6hoz adva is 100-at
kapunk. Keressiik meg az sszes ilyen tulajdonsigu kétjegyl szdmpart! °

- J

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Azt a feladatot kaptuk, hogy egy tojast pontosan 4 percig f6zziink. Rendelkezésiinkre 4ll egy 3
perces és egy 5 perces homokoéra, mas idomérd eszkdz azonban nincs.
Hogyan oldjuk meg a feladatot? o

2. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-szoget 14 haromszogre? o

3. Szamitsuk ki minél egyszeriibben!

DD (D fod) o

4. Egy 27x34-es négyzethdlds lapunk van. EbbSl minél tobb 1x7-es lapot akarunk kivdagni. Hany
ilyen kis lapot tudunk késziteni?

- J
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6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Az els6 8 pozitiv egész szamot helyezziik el egy kor keriiletén ugy, hogy barmelyik szdm oszthato
legyen a két szomszédjanak a kiilonbségével! °

2. Adjunk meg 2009 olyan pozitiv egész szdmot, amelyek Osszege egyenld a szorzatukkal. °

3. Az abran egy képzeletbeli orszag vdrosai és koztiik épitett utak lathatok. Be lehet-e jarni az Osszes
vdrost egyszer, és csak egyszer az utak mentén?

©

4. Egy 6x6-0s tabldzat mezdit fokozatos egyenként zoldre festjilk. Ha egy mezdt befestettiink, akkor
beleirjuk azt a szamot, ami megmutatja, hany vele oldalban szomszédos mezd van mér befestve.
Mutassuk meg, hogy az 6sszes mezd befestése utdn a mezdkbe irt szamok osszege 60. Q

J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy tancos 0sszejovetel utdn minden résztvevot megkérdeztek (fidkat és lanyokat is), hany part-
nerrel tancolt az este folyaman. Sorra a kovetkezd valaszok sziilettek: 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6,
6, 6, 6, 6, 6. (Fiuk csak lanyokkal, lanyok csak fidkkal tdncoltak). Mutassuk meg, hogy valaki

tévedett!
2. Melyik nagyobb ! + ! + ! +...+ ! A B C D E
. 1 . —_—
yixnagy 12723731 9-10°
Vagy
1 1 1 11
e = P R N (9

11 12 13 39 40
3. Mennyi az 4bran lathat6 PAQ, PBQ, PCQ, PDQ, PEQ sz6-
gek Osszege?

4. Egy sorozatrdl a kdvetkez6t tudjuk: /// /

ay=1,ay =2 éshan> 1, akkor a,, = %l
n
Szamitsuk ki azggo-et. O
5. Adjunk meg 21 kiilonb6zd pozitiv egész szamot, amelyek-
nek osszege 211. © P ¢ )
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7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Az1:2:3:4:5:6:7:8:9:10 kifejezésben tegylink ki zarojeleket tigy, hogy a kapott miiveletek
elvégzése utdn az eredmény 7 legyen! °

2. Egy kockdt lapjaval lefelé az asztalra tesziink. Az élei mentén forgatva mind a 12 élén pontosan
egyszer atforditva vissza kell érni a kiindul6 helyzetbe. Megvaldsithat6-e ez a forgatdssorozat? °

7z

3. Hény olyan haromjegy( szdm van, amely eléllithaté abc 4 ab + a alakban, ahol a, b, ¢ szamje-

gyek? ()

4. A tavaszi idényben a focibajnoksdgban 16 csapat jatszott, mindegyik mindegyikkel egy meccset.
El6fordulhat-e, hogy minden csapatnak ugyanannyi gy6zelme, dontetlenje és veresége van? °

- J

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy a szdmjegyeinek
0sszege ugyanannyi, mint a négyzete szamjegyeinek dsszege!

2. Az 12,2232 42, ... ,392 407 szamok kozé + és — jeleket frhatunk. Elérhetjiik-e igy azt, hogy a
kapott eredmény O legyen?

3. Adott egy derékszogli hdromszdg. Jeldlje p annak a négyzetnek az oldalat, amelynek két csucsa
az atfogora, masik két csicsa egy-egy befogora illeszkedik. Az atfogébdl a négyzet két oldalan
kimaradé két szakasz hossza legyen g és r. Igazoljuk, hogy p? = gr!

4. Igazoljuk, hogy ha n > 4, akkor az els6 n pozitiv egész szdmot két csoportra bonthatjuk dgy, hogy
az egyik csoportban a szdmok 0sszege egyenld a masik csoportbeli szamok szorzatdval!

5. Egy szabdlyos 9-sz0g oldalait felvaltva két jatékos, A és B, befesti egy-egy szinnel. Az A jatékos
kezd, felvéltva ,lépnek”, és akkor fejezddik be a jaték, ha minden oldal be van festve. Egy kikotés
van: szomszédos oldalak nem lehetnek azonos szintiek. Az veszit, aki utoljara kénytelen Uj szint
valasztani. Mutassuk meg, hogy B-nek van nyerd stratégidja!

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Van-e olyan haromjegyii pozitiv egész szdm, amelynek 25 pozitiv osztdja van?

2. Melyik nagyobb: 3100 4100 y,gy 51009 o

3. Adjunk meg olyan derékszogli haromszoget, amelyet fel lehet darabolni 3 egybevagd, az eredeti-
hez hasonl6 hdromszogre!

4. Melyik az a legnagyobb és melyik az a legkisebb 10-jegy(i szdm, amely minden szamjegyet pon-
tosan egyszer tartalmaz, és oszthat6 11-gyel?

- J
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MEGOLDASOK

/—m Megyei fordulo

1. Hény olyan tizes szamrendszerbeli haromjegyl szdm van, amelynek minden szdmjegye paros?
(A Ois paros!)
A szdzasok helyén 4 szdmjegy 4dllhat: 2.4,6,8. A tizesek és az egyesek helyén 5 szamjegy allhat,

mert az el6z6 4 szdmjegyen kiviil a 0 is szerepelhet. Igy osszesen 4-5-5 = 100 olyan hdromjegyii
szam van, amelynek minden szamjegye paros.

2. Szamozzuk meg a kocka csucsait az 1,2,3,4,5,6,7,8 szdmokkal gy, hogy barmelyik lapon
ugyanannyi legyen a szdmok Osszege, mint a szemkozti lapon.

Egy megfeleld szdmozds az dbran lathat6. Hogyan le-
het ilyen megoldast taldlni? Egy-egy lapon a csticsokhoz
irt szamok 0sszege 18. Ez azért igaz, mert két szemkoz-
ti lapon mind a 8 szdm szerepel, azaz egy lapon a sza-
mok Osszegének 1TEE3LAEILOLTES — 36 — 18 nak kell
lennie. Az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokat négy csoportra
oszthatjuk, ugy, hogy minden csoportba két szam kertil,

aminek az osszege 9: {1,8}, {2,7}, {3,6}, {4,5}. Haa T.& 6
kocka 4 fiiggbleges élének végpontjaira egy csoportban .

1év6 két szamot frunk, akkor a kocka felsé €s alsé lapjat
kivéve, a tobbi lapon az dsszeg automatikusan 18 lesz.

Minden fiiggdleges él végpontjaira kétféleképpen irhatjuk fel az egy csoportban 1év6 két szamot.
Innét némi probélkozds utdn adodik egy megoldas. o

.
\

o =====

3. Bontsunk fel egy négyzetet egyenes szakaszokkal 8 haromszogre tigy, hogy mindegyik hdrom-
sz0g pontosan harom masik haromszoggel legyen szomszédos. (Két hdromszog akkor szomszé-
dos, ha szakaszban érintkeznek. Csak kozos csuccsal rendelkezd haromszogek nem szomszédo-

sak.)
Egy j6 felbontdst az 1. 4brdn lathatunk. O
|
1 |
L
| |
| |
N e e
| |
L |
| |
| |
| |
I —q4--F=
/I/ - P - /
1. dbra 2. 4bra
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4. Bontsuk fel egy kocka mind a 6 lapjat két-két téglalapra ugy, hogy mindegyik téglalap 5 masikkal
legyen egy oldalban vagy oldaldnak egy szakaszaban hataros!

A 2. dbran lathatunk egy megfeleld felbontast. Minden lapot két egyforma (egybevago) téglalapra
bontottunk.

- J

M Megyei fordulo

1. Mutassuk meg, hogy

11111112222222 — 3333333
egy pozitiv egész szam négyzete!

A 14-jegyli szam igy irhato:
11111112222222 = 10000002 - 1111111

és azt is tudjuk, hogy
3333333 =3-1111111.

Igy a kiilonbség:
11111112222222 — 3333333 = 1111111 - (10000002 — 3) =
= 1111111-9999999 =
=1111111-1111111-9 =
= (3-1111111)% = 3333333
vagyis a kiilonbség tényleg négyzetszam. o

2. Az ABCD téglalap megfelel6 oldalainak harmadol6 pontjai a P, Q, R, S pontok. Hanyad része az
ABCD téglalap teriiletének a PQRS paralelogramma teriilete?

D R ¢
S

0
A P B

Legyen a téglalap oldalainak hossza AB = CD = a és BC = DA = b. Az APS haromszog derék-
szogl, és
1 2
AP = —-a, AS= —b.
3% 3
Mivel ez a két oldal merbleges egymadsra, ezért az APS haromszog teriilete %%a%b = éab. Ha-

sonldéan elmondhat6 ez a PBQ, QCR és az RDS haromszogrol. A téglalap teriilete ab, és mind a

. .. .. 1 . iz . . 4 5
4 haromszog teriilete g-e a téglalap teriiletének, igy a paralelogramma teriilete 1 — 5 = 3 része a
téglalap teriiletének. o
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3. Allitsuk el a 110-et olyan pozitiv egész szamok 6sszegeként, amelyekre igaz, hogy a reciprokuk
osszege 1 (példaul 3 reciproka %).

1 1 1 1 1 1 1
Kitart6 prébalkozéssal kapjuk, h T T T T ST I

itartd probalkozassal kapjuk, hogy 2+6+6+24+24+24 54

Mivel 2+ 6 + 6 + 24 + 24 + 24 + 24 = 110, ezért ez j6 megoldas. O

4. Egy haromszog €s egy négyszog keriiletének lehet-e 4, 5, 6, 7 és 8 kozos pontja? (Adjunk példa-
kat!)

Mind az 5 lehetséges, €s az alabbi dbra mutat mindegyikre egy-egy lehetséges megoldast:

N

/—m Megyei fordul6

1. Szamitsuk ki a tizes szdmrendszerbeli hdromjegy(i szamok szdmjegyeinek 6sszegét!

Vizsgaljuk az egyesek helyén all6 szamjegyeket. Mivel ezeket a masik két jegytdl fiiggetleniil
barminek megvilaszthatjuk, itt minden szdmjegy ugyanannyiszor szerepel. Osszesen 900
haromjegy(i szam van, tehat 90-szer szerepel mind a 10 szamjegy az egyesek helyiértékén. Igy az
egyesek helyén all6 szdmjegyek Osszege:

90-(0+1+2+4...+8+9) =90-45 = 4050

Hasonloképpen a tizesek helyén all6 szamjegyek Osszege is 4050.

A szdzasok helyén nem 4llhat a 0 szdmjegy, a tobbi viszont igen. Igy a szdzasok helyén 100-szor
szerepelnek az 1,2,...,9 szdmjegyek. gy a szdzasok helyén 4ll6 szdmjegyek osszege:
100-(1+2+...49)=100-45= 4500

Tehat a szdmjegyek Osszege 4050 + 4050 + 4500 = 12600 o

2. A kert egy bizonyos részét az apa 2 6ra alatt, a nagyobbik fia 3 dra alatt, a kisebbik fia 6 6ra
alatt 4ssa fel egyediil. Mennyi id6 alatt 4ssdk fel a kertnek azt a részét, ha mindhdrman egyiitt
dolgoznak?

Ha 6 6rdig 4sndnak, az apa egy 3-szor akkora részt, a nagyobbik fii egy 2-szer akkora részt, a
kisebbik fid pedig egy ugyanakkora részt tudna foldsni. Igy 6 Ora alatt egy 6-szor akkora részt
asnanak fol. Igy a 6 6ra %—a, vagyis 1 ora alatt fel tudjdk asni a kertnek azt a részét. o
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3. Egy téglalapot az dbran ldthaté médon négy téglalapra bontottunk. Harom téglalapba beleirtuk a
teriiletét, a negyedik téglalap teriilete x. Szamitsuk ki x értékét!

Nevezziik el a négy kozépso szakaszt az dbran lathaté médon:

Els6 megoldds: Ekkor a négy téglalapra felirhatjuk a teriiletiik képletét:
a-p=2, b-p=3, a-g=x, b-q=4.

Vagyis 3-x=(b-p)-(a-q)=(b-q)-(a-p)=4-2=38.
Amibdl kapjuk, hogy x = %.

Masodik megoldas: Az a nyilvan %—a b-nek, hiszen a bal fels6 téglalap teriilete %—a a jobb felsdnek,
és a p hosszu oldaluk kozos. Ebbd] kovetkezden a bal alsé téglalap teriilete %-a a jobb alsénak,
hiszen a g kdzos oldaluk. Ebbdl kovetkezden x = % 4= %. o

4. Kivalasztottunk két tizes szdmrendszerbeli kétjegyli szamot. Tudjuk, hogy a tobbi (ki nem vélasz-
tott) kétjegyl szdm Osszege éppen S0-szerese az egyik kivdlasztott szamnak. Melyik két szamot
valasztottuk ki?

Legyen a két kivalasztott kétjegyl szdm a €s b, és feltehetjiik, hogy a 50-szerese lesz a tobbi
0sszege.

10+11+...4+98+99—a—b=14%.90—q— b =4905—a—b =50a
Mivel a és b kétjegyi, igy 20 < a+b < 200. Igy csak akkor lesz 50-nel oszthaté 4905 —a — b, ha
a+b=>55,vagy a+b =105, vagy a+ b = 155.

e Haa+ b =155, akkor 50a = 4850, tehat a = 97 > 55 = a+ b. Ez pedig lehetetlen.

e Ha a+ b = 105, akkor 50a = 4800, tehit a = 96. Ebbdl b = 9, ami szintén nem lehetséges.

e Haa+ b =155, akkor 50a = 4750, tehdt a = 95. Ebbdl b = 60.

Tehét az egyetlen j6 megoldds: a =95 és b = 60. o
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5. Az e egyenes merdleges az ABC derékszogli haromszog AB atfogdjara, a BC befogd egyenesét
D-ben, az AC befogé egyenesét E-ben metszi. Mekkora szoget zar be az AD és BE egyenes?

Legyen F az e és az AB 4tfog6 metszéspontja. Az ABE haromszogben BC és E'F magassagok, igy
D a magassdgpont. Ezért AD is magassdg, tehat AD merdleges BE-re.

B

A .C \ o
= /

8. osztaly Megyei fordulé

1. A 100-t6l 200-ig terjedd pozitiv egész szamok mindegyikének Gsszeszorozzuk a szdmjegyeit, és
a kapott szorzatokat 0sszeadjuk. Mennyi lesz az dsszeg?

Ha szerepel a szamban a 0 szdmjegy, akkor szamjegyeinek szorzata 0. Ezért elég azokat a szamo-
kat figyelembe venni, amelyekben nem szerepel a 0 szdmjegy. Az elsé szamjegy csak 1 lehet, ez
nem befolydsolja a szorzatot.

A masodik és harmadik szdmjegyek szorzatdnak Osszege:

1 141-24...49:-849-9= (14+2+...49)- (1 +2+...+9) = 45.45 = 2025.

Tehat a kérdéses Osszeg 2025. o

2. Mutassuk meg, hogy barmely hdromszog feldarabolhaté egyenlészard haromszogekre!

Egy derékszogli haromszog az atfogdhoz tartozé silyvonal behizasaval két egyenldszard harom-
szogre bomlik, melyek szdrai a hdromszog koré irt korének sugardval egyenlek. (Thalész tétele
miatt egy derékszogli haromszog koriilirt korének kozéppontja az atfogé felezGpontja.)

Egy hegyesszogli haromszdgnek barmely magassdga a haromszog belsejében halad, igy két de-
rékszogl haromszogre bontja a haromszoget. Egy tompaszogli haromszog leghosszabb oldaldhoz
tartoz6 magassdg biztosan a hidromszog belsejében halad, ezért két derékszogli haromszogre
bontja a hdromszoget.
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A keletkezett derékszogli haromszogeket a fenti médon egyenlészari hdromszogekre bontva az
eredeti haromszoget is egyenl6szari haromszogekre bontottuk.

Ezzel megadtuk az 0sszes haromszognek egy lehetséges feldarabolasat. o

3. Melyik lehet az a pozitiv egész szdm, amelyre igaz, hogy a ndla 1-gyel kisebb szdm pozitiv 0szt6i
koziil 3 kiillonbozbének az osszege?

Ha n jeloli a keresett szadmot, akkor n — 1 oszt6it vizsgdljuk. A legnagyobb oszté n— 1, a legkisebb
1. Ezek Osszege n, ezért az n — 1 nem szerepelhet az 6sszegben.

A kovetkez$ legnagyobb oszt6 5! lehet, majd 251 %71 és igy tovabb kovetkezhet. Az “51-nél

kisebbek koziil barmely harom 0sszege kisebb, mint n — 1, ezért az "z;l—nek szerepelnie kell az
Osszegben.

Barmely két %—nél kisebb Osszegével kiegészitve az 0sszeg kisebb, mint n — 1, ezért a ”3;1—nak
is szerepelnie kell.

Ha a harmadik szdm legfeljebb ”;61, az Osszeg legfeljebb n — 1, ezért ez sem lehet. Két lehetdség

maradt:

e A harmadik oszté %, ekkor n = % + %1 + %, innen n = 13. Ez valdban j6, mert

S

13=6+4+3.
e A harmadik oszt6 "5;1, ekkor n = % + ”%1 + ”%1, innen n = 31. Ez valéban j6, mert
31=15+10+6.
Tehat a 13 és a 31 j6 megoldas. o

4. Egy kockat harom olyan sikkal metsziink, amelyek pér-
huzamosak 2-2 oldallappal az 4bran lathat6 modon.
Igazoljuk, hogy a piros téglalapok teriiletének Gsszege
egyenld a kék téglalapok teriiletének 0sszegével!

Az ardnyokon nem valtoztat, ha feltessziik, hogy a koc-
ka éle 1 hosszusagud. Hasznéljuk az dbran feltiintetett
jeloléseket! Ekkor a kék téglalapok teriiletének 0sszege

x(1=z)+yz+(1—x)(1—y)=yz—xz—y+xy+1.
A piros téglalapok teriiletének Osszege

(I=x)z+(1—z)(l—y)+xy=xy—xz—y+yz+1.

Vilagos, hogy vZz—xz—y+xy+1=xy—xz—y+yz+1,
tehdt a teriiletek valoban egyenléek. o
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5. Néhany laddban 6sszesen 36 tonna aru van. Mindegyik lada sulya legfeljebb 1 tonna. Igazoljuk,
hogy egy 4 tonna teherbirdsu teherautdval legfeljebb 11 forduldval az 6sszes ldda elszéllithatd, de
11-nél kevesebb forduldval nem feltétleniil!

El6szor megmutatjuk, hogy 11 fordul6 elég.

8 fordulét ugy pakolunk meg, hogy rakjuk sorba a laddkat a teherautéra, €s amikor el6szor
tdallépjiik a 4 tonndt, akkor az utolsé ladat levessziik, és félretessziik. Ezek a fordulok egyenként
igy biztosan konnyebbek, mint 4 tonna.

Az igy félrerakott 8 ladit 4-4 felbontdsban két forduléval el lehet vinni, mert minden ldda
legfeljebb 1 tonnat nyom.

Ezzel a 10 forduldval legalabb 8 - 4 = 32 tonndnyi ladat elszallitottunk, hiszen mindig akkor
raktunk félre egy 1adat, ha tilléptiik a 4 tonnét. Igy legfeljebb 36 — 32 = 4 tonndnyi ldda marad,
ezek elvihetéek a maradék 1 forduldval.

Ez 6sszesen valoban 8 +-2 + 1 = 11 fordul6.

A kovetkezd példa mutatja, hogy kevesebb fordul6 nem feltétlen elég.

Ha van 44 db lada, melyek sulya egyenként % tonna, akkor ezekbdl mindig legfeljebb 4-et lehet

elvinni egy forduldval, ezért kell a 11 fordulo. o

- J

5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Jeloljik meg a (8x8-as) sakktablan 16 mezd kdzéppontjat igy, hogy semelyik 3 megjelolt pont
ne essen egy egyenesbe!

Az &bran lathat6 négy megoldas:

Megjegyzés. Az vildgos, hogy minden sorban és minden oszlopban két kozéppontot kell
megjelolni. Szamitogép segitségével kideriilt, hogy 380 kiilonb6zd megoldas van.

2. A tizes szdmrendszerben felirt kétjegyl pozitiv egész szdmoknak lefrtuk a szdmjegyeik 6sszegét
(pl. 18-bol 1+ 8 = 9-et kaptuk). Sorold fel, melyik szamot hanyszor kaptuk igy meg.

A legkisebb lehetséges jegyosszeg az 1, a 10 esetén. A legnagyobb lehetséges jegydsszeg a 18, a
99 esetén. Tehat a lehetséges jegyosszegek 1 és 18 kozott vannak.

Legyen 1 <a <9 egy egész szam. A jegyOsszeg a esetben lesz éppen a. Az a jegyOsszegl
kétjegyl szam elso jegye 1,2,...,a lehet, ami utdn a masodik jegy a jegydsszeg miatt egyértelmd.
Az elsd jegy nem lehet ennél nagyobb, mert akkor a jegyOsszeg maris nagyobb lenne a-nal.
Példaul 6, mint jegyosszeg dsszesen 6 féleképpen dllhat el6: 60,51,42,33,24,15.

Hasonl6an, dsszeszdmolhatjuk az 10 < b < 18 jegyosszegeket. Itt arra kell figyelniink, hogy az
els6 jegy nem lehet b — 9-nél kisebb, mert a masodik jegy legfeljebb 9. Tehat egy b jegyosszegl
kétjegyl szdm elsd jegye b —9,b—8,...,8,9 lehet, ami 19 — b lehet&ség. Példaul 14 jegydsszeg
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esetén 19 — 14 = 5 féle kétjegyl szdm van: 95,86,77,68,59.

Megjegyzés: A masodik esetet megkaphatjuk az elsd eset segitségével is. Ha egy xy kétjegyl
szam jegyosszege a, akkor a (10 —x)(9 —y) kétjegyl szam jegyosszege 19 — a. Ez magyardzza
azt, hogy az a és a 19 — a jegyOsszeg ugyanannyi féleképpen 4ll eld.

3. Adott egy 27 x34 mez6bol 4ll6 négyzetracsos lemez, ebbdl kell minél tobb 1 x5-0s lapot kivagni.
Hény ilyen lapot tudunk késziteni?

27-34 =918 = 183 -5+ 3. Tehat a teriileteket figyelembe véve legfeljebb
183 készithetd, és ez lehetséges is. Egy 27 x5-0s lemez szétvaghat6 27 da-
rab 1x5-0s lapra. A 27x34-es lemez sz€1€r6l vagjunk le 5 darab 27 x5-0s
lemezt. A maradék 27x9-es lemez masik sz€1€r6l vagjunk le 4 darab 5x9-
es lemezt. A maradék 7x9-es lemezt pedig az abran lathatoan szétvagva,
183 darab 1x5-0s lapot sikeriilt szétvagni.

4. Valamelyik évben 3 egymast kovetd honapban Osszesen 12 hétfé volt. Mutassuk meg, hogy a
harom hoénap kozott ott van a februdr!

Februar kivételével minden honap 30 vagy 31 napbdl all. Rdadasul két szomszédos honap koziil
az egyik legalabb 31 napos. Tehdt harom egymast kovetd honap legalabb 30 + 31 4 30 = 91
napbdl all, ha nincs kozottiik a februar. 91 = 13 - 7. Hét egymast kdvetd napbdl pontosan egy lesz
hétfs. 91 egymadst kdvetd nap tehat 6sszesen 13 hétf6t tartalmaz. Tehat ahhoz, hogy csak 12 hétf6
legyen harom egymast koveté honapban, szerepelnie kell a hdnapok kozott a februdrnak is.
2011-ben 3 egymadst kdvetd honapban 6sszesen 12 hétfo volt, a februar-marcius-aprilis hénapok
alatt.

- J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Hany olyan legfeljebb haromjegyii pozitiv egész szam van, ami nem oszthaté sem 2-vel, sem
5-tel?

Els6 megoldds: Egy legfeljebb hdromjegy(i pozitiv egész szam elé irjunk nulldkat, hogy pontosan
haromjegy( legyen. Azaz most a 23 helyett 023 lesz.

Egy szam pontosan akkor paros, ha utolsé jegye péros, azaz 0,2,4,6 vagy 8. Egy szdm pontosan
akkor 5-tel oszthatd, ha utolsé jegye 0 vagy 5. Tehat egy szam pontosan akkor nem oszthat6 sem
2-vel, sem 5-tel, ha az utolsé jegye 1,3,7, vagy 9. Egy keresett szam els6 jegye 10 féle lehet
(0,1,2,...,9). Ettdl fiiggetleniil a masodik jegye is 10 féle lehet (0,1,2,...,9). Végiil az utols6
jegye 4 féle lehet (1,3,7,9). Tehat 10-10-4 = 400 ilyen szdm van.

Masodik megoldds: 1 és 999 kozott 93—8 = 499 péros

szam van. (998 a legnagyobb péros szam, és addig

minden mdsodik pdros.) 1 és 999 kozott 952 =199 5-

tel oszthaté szdm van. 1 és 999 kozott 99 = 290 2-vel 2-vel 5-tel
és 5-tel is oszthatd, azaz 10-zel oszthatd szdm van. oszthatQ oszthatd
Tehat 1 €s 999 kozott 4994199 —99 = 599 2-vel vagy

5-tel is oszthatd szam van. Azaz a sem 2-vel, sem 5-tel

nem oszthaté szdmokbol 999 — 599 = 400 van. o
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2. Egy négyzet egy bels6 pontja a négyzet egyik oldalatél 6 cm, a masikt6l 7 cm, a harmadiktdl 8
cm és a negyedikt6l 9 cm tdvolsdgra van. Mekkora a négyzet oldala?

A négyzet egy belsd pontjanak két szemkozti oldaltdl vett tadvolsdgénak
az Osszege €éppen a négyzet oldala. Tehat a 6, 7, 8, 9 szamokat kell
két csoportra osztanunk, hogy a két részben a szdmok Osszege azonos
legyen. Ez csak gy lehetséges, ha a 6 és a 9 van az egyik; a 7 és a 8 7
8 a madasik csoportban. Ekkor 6 +9 = 74 8 = 15cm a négyzet oldala. 6

3. Az 5. osztidlyban 7-tel kevesebb fiti van, mint lany. Ebbdl az osztalybol egy fid azt 4llitja, hogy
kétszer annyi lany osztalytdrsa van, mint fid. Hanyan jarnak ebbe az osztalyba?

Jeloljik f-fel a fidk szamat, [-lel a lanyok szdmat. A feladat szovege szerint [ —7 = f és
2-(f—=1)=1Tnnét2- f—2= f+7,azaz f =9 és [ = 16. Tehdt 25-en jartak ebbe az osztélyba.

o

4. A 90 és 91 érdekes tulajdonsdgu szampar. Az elsd szdmjegyeinek Osszegét a misodik szamhoz
adva 100-at kapunk, és forditva, a masodik szamjegyeinek O0sszegét az els6hoz adva is 100-at
kapunk. Keressiik meg az 0sszes ilyen tulajdonsagu kétjegyl szampart!

Egy érdekes szdmhoz egy kétjegyli szam jegyeit hozzdadva 100-at kapunk. Egy kétjegy(li szdm
jegyeinek az 0sszege legfeljebb 18, tehat egy érdekes szdm legaldbb 82. Viszont a 82 és 99 kozotti
szamok jegyosszege legaldbb 8 (mivel mar az elsé jegye legaldbb 8). Azaz egy érdekes szam
legfeljebb 92 lehet. Egy szdm pdarja csak az a szdm lehet amit igy kapunk meg, hogy 100-bdl
levonjuk a jegyeinek az Osszegét. Az aldbbi tdblazat tartalmazza a 82 és 92 kozotti szamok
lehetséges parjait.

sz4m 82 8384858687888 [9091]092
jegyosszeg 1011 [12][13]14[15]16]17|9 |10 11
par” = 100 — jegyosszeg | 90 | 89 | 88 | 87 | 86 | 85 | 84 | 83 | 91 | 90 | 89

A tdblazatbdl leolvashatjuk, hogy az érdekes tulajdonsdgi szdmpérok a {83,89}, a {84,88}, a
(85,87}, a {86,861}, és a {90,91}.

- J

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Azt a feladatot kaptuk, hogy egy tojdst pontosan 4 percig f6zziink. Rendelkezésiinkre all egy 3
perces és egy 5 perces homokdra, mas id6mérd eszkdz azonban nincs.
Hogyan oldjuk meg a feladatot?

Inditsuk el mindkét 6rat egyszerre. Mikor lejart a 3 perces, azonnal forditsuk meg. Amikor az 5
perces lejart, tegyiik a tojést a vizbe. Az eredeti inditastdl szamitva 6 perc elteltével lejar ismét a
3 perces. Forditsuk meg megint, és amikor harmadszor is lejar, akkor vegyiik ki a tojdst a vizbdl.
Mivel 3-3 —5 =4, ezért a tojas éppen 4 percig van a vizben. o
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2. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-szoget 14 haromszogre?

Nem lehet feldarabolni. Ha ugyanis felbontjuk a 17-szoget hdaromszogekre, akkor a 17-szog
csucspontjai sziikségszerlien bizonyos haromszogek csucspontjai is lesznek. Az egy ilyen
csucsban taldlkozé haromszogek ottani szogeinek Osszege épp a 17-sz0g adott csucsbeli szogét
adja ki. Igy a haromszogek szogeinek Gsszege legaldbb a 17-sz6g szogeinek osszege kell legyen,
hiszen minden haromszognek egy szogét csak egy csticsndl szamolhattuk.

De a haromszog szogeinek Osszege 180°, igy 14 haromszogé 14 - 180°. Ezzel szemben a 17-
sz0g szogeinek Osszege 15 - 180°, hiszen ha az egy csucsabdl induld 14 atljaval 15 haromszogre
bontjuk, akkor ezek belsd szogeinek 0sszege pontosan a 17-sz0g belsd szogeinek 6sszegét adja ki.

Tehat a 17-sz0g szogdsszege nagyobb 14 hdromszog szogeinek 0sszegénél, igy a kordbbiak szerint
egy ilyen haromszogekre valé felbontdsban nem lehet pontosan 14 haromszog. o

3. Széamitsuk ki minél egyszer{ibben!

(102) (03)-(143) (1) (o)

Hozzuk k6z6s nevezdre egyenként a zaréjelekben 1év6 osszegeket. Ekkor ezt kapjuk:

3456 102 3-4-56-...-102

234577101 2-3-4.5....-101°

Jol lathatd, hogy a 3,4,5,...,101 tényez6k mindegyike szerepel a szdmldléban €s a nevezdben is,
igy azokkal lehet egyszertsiteni. Ezek utdn marad, hogy a végeredmény: % =51. o

4. Egy 27 x34-es négyzethdlos lapunk van. EbbSl minél tobb 1x7-es lapot akarunk kivagni. Hany
ilyen kis lapot tudunk késziteni?

Mivel 24 -37 =918 = 131 -7 + 1, igy legfeljebb 131 kis lapot
tudunk késziteni. Megmutatjuk, hogy ennyit lehet is. Osszuk fel

a téglalapot az dbran lathaté médon négy kisebb téglalapra. 13
A jobb felsd 13x13-as négyzetet leszamitva minden téglalap-

nak van 7-tel oszthat6 oldala, igy azokat fel tudjuk vagni 1x7-

es darabokra. A bal fels6, 13x21-es téglalapbdl 39, a bal als6, 14
14 x21-es téglalapbdl 42, mig a jobb also, 14 x13-as téglalapbdl

26 kis lap készithetd. 21 13
A kovetkezd dbran lathaté médon pedig a 13 x13-as négyzetbdl

tudunk kivagni kis lapokat igy, hogy mindossze a kozépsé mezd megy karba.

Egy mez0 kivételével mindent felhasznéltunk a kis lapok készitéséhez, igy 131 lapot készitettiink.

- o/
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6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Azelsé 8 pozitiv egész szdmot helyezziik el egy kor keriiletén igy, hogy barmelyik szdm oszthaté
legyen a két szomszédjanak a kiillonbségével!

o

2. Adjunk meg 2009 olyan pozitiv egész szdmot, amelyek dsszege egyenld a szorzatukkal.

Keressiik ugy a szdmokat, hogy van koztiik 2007 darab 1-es, és két 1-td1 kiillonboz6 pozitiv egész,
a és b. Ekkor a feltételekbdl kovetkezik, hogy

ab =a+b+2007.
Ezt atrendezve, szorzattd bontva a kovetkezdket kapjuk:

ab—a—b+1=12008
(a—1)(b—1) = 2008

Vilasszuk a-t és b-t ugy, hogy a—1 =2, b—1 = 1004, vagyis a =3 és b = 1005. Vagyis a
szamaink: 2007 darab 1-es, egy darab 3-as és egy darab 1005-0s. Ezek Osszege és szorzata is

3015. o

3. Az dbrén egy képzeletbeli orszdg vérosai €s koztiik épi-
tett utak lathatok. Be lehet-e jarni az 6sszes varost egy-
szer, és csak egyszer az utak mentén?

Induljunk el az 4dbran pirossal jelolt varosbol, és a belsd
haromszogben haladjunk 6ramutaté jarasaval ellentétes
irdnyban. Mikor bejartuk a 3 bels6 varost, akkor 1€pjlink
at a legbelsd hatszogre, a narancssargaval jelolt varosba.
Ezen a hatsz6gon haladjunk korbe az dramutatd jéra-
saval ellentétesen, majd az utols6 védrosbdl 1épjiink ki
a kozépso hatszogre, mégpedig a kékkel jelolt varosba.
Hasonl6 moédon haladjunk végig a kozépsd hatszog
vdrosain is, majd 1épjiink ki a kiilsé hatszogre, a zold
varosba. Végiil pedig a kiilsd hatszogon tetsz€s szerinti
irdnyban haladjunk korbe. (Ezen kiviil tobb egyéb megoldas is 1étezik.) o
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4. Egy 6x6-0s tdbldzat mezGit fokozatos egyenként zoldre festjilk. Ha egy mez6t befestettiink,
akkor beleirjuk azt a szamot, ami megmutatja, hiany vele oldalban szomszédos mezd van mar
befestve.

Mutassuk meg, hogy az dsszes mezd befestése utdn a mez6kbe irt szimok 6sszege 60.

Tekintsiink két szomszédos mezdt. Ezek koziil anndl, amelyiket késébb festjiik be, eggyel fogja
novelni a rairt szdmot az a tény, hogy a masik mér be van festve. Vagyis minden kis hatarol6
szakasz 1-et ad a teljes Osszegbe, igy ezek darabszama adja meg a mezdkre irt szamok Gsszegét.
Pontosan 60 ilyen hatdrol6 szakasz van a 6x6-os tdbldzatban, mivel minden fiiggdleges és
vizszintes szakaszon van 6, és ezekbdl a szakaszokbél pedig 5-5 van. Igy az osszeg is minden
esetben 60 a folyamat végén. o

- J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy tancos 6sszejovetel utdn minden résztvevot megkérdeztek (fiukat €s lanyokat is), hany part-
nerrel tancolt az este folyaméan. Sorra a kovetkez6 valaszok sziilettek: 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6,

6, 6, 6, 6, 6. (Fiuk csak ldnyokkal, lanyok csak fiukkal tancoltak). Mutassuk meg, hogy valaki
tévedett!

Mivel minden tdncban egy fid és egy lany vett rész, igy a fiuk altal mondott szdmok Osszegének
ugyanannyinak kell lennie, mint a ldnyok 4altal mondott szdmok Osszege. Tehdt a fidk 4ltal
mondott szamok Osszege:

3+3+3+3+3+5+6+6+6+6+6+6+6+6+6
5 =

37.

37 harmas maradéka 1. A felsorolt szdmok koziil az 5 kivételével mind oszthaté 3-mal. Az 5
harmas maradéka 2, igy fitk dltal mondott szamok Osszege vagy 0 vagy 2 maradékot ad harommal

osztva. Tehat nem lehet 37. O
2. Melyik nagyobb:
1+1+1++1 1+1+1+ +1+1?
1223 3.4 o-10 ¥ 11T T2 13 39 " 40

El6szor alakitsuk at az els6 Osszeget:

SN SRS SRS SR £ S O WS S B W 6 B B B 1 9
1.2 2-3 3.4 77 9.10 \1 2 2 3) 777 \9 10/ 1 10 10

Tehat az els6 Osszeg kisebb mint 1. A mdsodik dsszeget becsiiljiik meg a kdvetkezoképpen: Az

elsS tiz tagnl kisebb 5. A mdsodik tiz tagndl kisebb 4. Az utolsé tiz tagndl kisebb 5. Tehat

111 R | | o111
I I S T SR T WL WL S
Tt T3t >0t 0510 5p=513+3>

Tehat a masodik 0sszeg nagyobb mint 1. Ebbdl kdvetkezik, hogy a médsodik 6sszeg a nagyobb. o
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3. Mennyi az 4bran lathaté PAQ, PBQ, PCQ, PDQ, PEQ szogek 0sszege?

A B C D E

7 2

Tekintsiik a kovetkezd abrat: F

il
/
/

/

G H 1 J K L

Ezen az 4dbran az F csucsndl éppen a kérdéses szogek jelennek meg:
KFL< = PAQ<, JFK< = PBO<, IFJ< = PCQ<, HFI<{ = PDQ<, GFH< = PEQ<.
Tehat a szogek 6sszege LF G = 45° o

any1t1
a, °

4. Egy sorozatrdl a kovetkez6t tudjuk: a; =1, ap =2, éshan > 1, akkor a,, 5 =
Szamitsuk ki apgpo-et.

Szamitsuk ki az els6 néhdny elemét a sorozatnak:
aj :1,a2:1,a3:2,a4:3,a5:2,a6:l,a7:1

Mivel a sorozat minden tagja csak az el6z6 két tagtdl fiigg, igy innentdl periodikusan ismétlédni
fog a sorozat. A periédus hossza 5. Mivel 2009 6t6s maradéka 4, igy axo09 = a4 = 3. o

5. Adjunk meg 21 kiilonb6z6 pozitiv egész szamot, amelyeknek Osszege 211.

Szamitsuk ki a 21 legkisebb pozitiv egész szam Osszegét:

21-22
1+2+3+...+21=T:231.

Ebbdl kovetkezik, hogy barmely 21 kiillonbozé pozitiv egész szam Osszege legaldbb 231. Tehat
nincs megolddsa a feladatnak. o

- J
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7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Az1:2:3:4:5:6:7:8:9:10 kifejezésben tegyiink ki zardjeleket igy, hogy a kapott miveletek
elvégzése utdn az eredmény 7 legyen!

Vegyiik észre, hogy minden szdmmal vagy osztunk, vagy szorzunk, a zaréjelezéstdl fiiggben. Az
Osszes szdm szorzata: 1-2-3-...-10 =28.3%.52.7 = (24.32.5)2.7 Ebbdl latszik, hogy azt kell
elérni, hogy Gsszesen (2*-32.5) - 7-tel szorozzunk, és (2*-32-5)-tel osszunk. gy az eredmény
pont 7 lesz. Azt is észrevehetjiik, hogy (2*-32-5)-7=7-8-9-10. Mivela: (b:c) =a-c: b, igy
a kovetkezd zdrdjelezés az el6z6ek alapjan megfeleld: 1:2:3:4:5:(6:7:8:9:10) o

2. Egy kockat lapjdval lefelé az asztalra tesziink. Az élei mentén forgatva mind a 12 élén pontosan
egyszer atforditva vissza kell érni a kiindul6 helyzetbe. Megval6sithat6-e ez a forgatdssorozat?

Ha egy kockét minden éle mentén pontosan egyszer forditunk at, akkor az mindenképpen ugyan-
azon a lapjéan fog 4llni, mint kiinduldskor. Ennek az az oka, hogy azt a lapot 4 €1 hatdrolja. Amikor
az els6n atforditjuk a kockat, akkor ,.elfordul” a kockdnak errdl a lapjardl, amikor a masodikon
forditjuk 4t, akkor ,,visszafordul” erre a lapra, a harmadiknal megint el, majd a negyediknél
megint vissza. Vagyis visszatér a kocka abba a helyzetbe, hogy ugyanazon a lapjan all, amelyen
indulaskor 4llt.

A feladatban 1év6 kiindul6 helyzetet tobbféleképpen is ér-
telmezhetjiik. 9

kocka a forgatdsok utdn ugyanazon a lapjan all.

Ebben az esetben megvaldsithaté ilyen forgatdssorozat.
Szdmozzuk meg a kocka éleit az dbran lathaté médon. (A 5§ 8
szinek csak annak tisztazasat segitik, hogy melyik szdm me- 1

lyik élhez tartozik.) Ezek utdn rendre az 1, 5, 8, 3, 4, 12, /
11,7, 10, 9, 6, 2 éleken atforgatva a kockét egy megfeleld
forgatdssorozatot kapunk.

10

Elso értelmezés. A kiindulési helyzet azt jelenti, hogy a / /
2

/

Megjegyzés. Erre tigy lehet rataldlni, hogy ha felrajzolunk egy :
grafot, amelynek csucsai a kocka lapjai. Az él pedig azt jelenti, H
hogy ha egyik lapjan 4ll a kocka akkor ezt a lapot 0sszekotjiik egy :

masikkal, ha van olyan él, amin atforditva a kocka éppen a masik ---
lapra fordul. Ha ezeket az éleket a fenti dbra szerint megszdmoz-

zuk, akkor egy Euler-korben kovetve a szamozdst, megkapunk --- = -
egy megfelel6 forgatdssorozatot.

Masodik értelmezés. A kiindulési helyzet azt jelenti, hogy a koc- |
kanak az asztalon is pont ugyanazon a helyen kell lennie. :
Ez is megoldhatd, de ez mér lényegesen nehezebb feladat. Te- ~— |- | » /| 1
gylik magunk elé a kockat az asztalon. Forgassuk dgy az éleket, | :

hogy a kocka mozgdsa az asztalon a kovetkezd legyen: fel, fel, ]

jobbra, fel, fel, jobbra, le, le, balra, le, le, balra. Ellendrizhetd,
hogy igy minden élen pontosan egyszer fordul at a kocka és visszatér a kiinduldsi helyzetébe a
fenti értelemben. o
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3. Hany olyan hdromjegy(i szdm van, amely elallithaté abc + ab + a alakban, ahol a, b, ¢ szamje-
gyek?

abc+ab+a = (100a+ 10b+¢) + (10a+b) +a=111la+ 11b + lc.

Ha b-n valtoztatunk, legfeljebb 11 -9 = 99-cel véltozik az 6sszeg. Ha c-n valtoztatunk, legfeljebb
O-cel valtozik az Osszeg. Ha a-n valtoztatunk legaldbb 111-gyel véltozik az Osszeg, ha pedig
b-n akkor legalabb 11-gyel. Ebbdl latszik, hogy kiillonbozé a, b, ¢ szamharmashoz kiillonb6z6
Osszeg tartozik. Tehat elég azt megszamolni, hogy hany olyan a, b, ¢ szdmhdrmas van, ami nem
haromjegyl Osszeget ad.

Az a nem lehet 0, mivel egy hdromjegyli szam elején szerepel. Ha a < 9 akkor az Osszeg
legfeljebb 8- 111 +9-11+9 = 996, tehat haromjegy(i a szam. Ha a = 9 akkor az 0sszeg legalabb
999 +0+0 =999 és ha b vagy c nem 0, akkor ennél nagyobb. Tehéit 10- 10 — 1 =99 esetben nem
hdromjegy az dsszeg. Tehat 9-10- 10 — 99 = 801 haromjegyi szam 4ll el6 ilyen alakban. o

4. A tavaszi idényben a focibajnoksdgban 16 csapat jatszott, mindegyik mindegyikkel egy meccset.
El6fordulhat-e, hogy minden csapatnak ugyanannyi gy6zelme, dontetlenje és veresége van?

Igen, ez el6fordulhat. Minden csapat 15 maésik csapattal jatszik, és el6fordulhat, hogy minden
csapat 5 gy6zelmet aratott, 5 vereséget szenvedett és 5 dontetlent ért el. Képzeljiik gy, hogy a
csapatok korben helyezkednek el. Ha minden csapat megverte a koron dramutatd jardsa szerint
utdna jovo 5 csapatot, €s kikapott az eldtte 1évd 5 csapatt6l, mig a maradék 5-tel dontetlent
jatszott, akkor egy j6 konstrukciéhoz jutunk.

Megjegyzés: Ha minden mérk6z€s dontetlen, akkor nem kapunk a feladat feltételeinek megfeleld
megoldast. o

- J

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész szdm van, amelyre igaz, hogy a szdmjegyeinek
Osszege ugyanannyi, mint a négyzete szamjegyeinek Osszege!

Eszrevehetjiik, hogy 92 =81
997 = 9801
Ezek tehat megfelel6ek. Belatjuk, hogy az 0sszes 99...9 alakd szam megfeleld:
(99...9)> = (10" —1)>=10*""—2-10* +1=99...9800...01
~—— S~ Y~
ndb n—1db n—1db

Valéban megegyeznek a szdmjegyek Osszegei a megfeleld szamokban.
Megjegyzés: A tiz hatvanyai is ilyen tulajdonsagiiak (12 = 1,10% = 100,100 = 10000,...). €

2. Az 12,2%2,32.42 ...,39? 40% szamok kozé + és — jeleket frhatunk. Elérhetjiik-e igy azt, hogy a
kapott eredmény 0 legyen?

Igen. Az 6sszeg 5 csoportra bonthatd, melyek mindegyikében kiilon-kiilon O az dsszeg.

(k=1 =k — (k+1)> + (k+2)>=6
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Béarmely 8 egymast kovetd szamot ennek megfelelden eldjelezve tehat 0-t kapunk:
[(k=1)? =k — (k+1)* + (k+2)*] — [(k+3)* — (k+4)* — (k+5)* + (k+6)*] =6—-6=0
Tehat példaul
(12-22-3244%) — (52— 6> — 7>+ 8%) +... — (37> — 382 = 392 +40%) = 0 (4)

3. Adott egy derékszogli haromszog. Jelolje p annak a négyzetnek az oldalat, amelynek két csicsa
az atfogdra, masik két csicsa egy-egy befogora illeszkedik. Az atfogdbol a négyzet két oldalan
kimaradé két szakasz hossza legyen g és r. Igazoljuk, hogy p? = gr!

Jelolje a haromszog cstcsait A, B, C, a négyzet csucsait K, L, M, N az dbrin lathaté médon.
B

A

C

AKL és NBM hasonl6 haromszogek, mert szogeik megegyeznek. Ugyanis ALK <t = NMB< = 90°
és KAL<< = MNB<, mert mindkett6 a NBM<-t egésziti ki 90°-ra. Hasonlé hdromszogek
megfeleld oldalainak aranya megegyezik, ezért

Innen 4tszorzdssal éppen p? = gr. o

4. Igazoljuk, hogy ha n > 4, akkor az els6 n pozitiv egész szamot két csoportra bonthatjuk ugy, hogy
az egyik csoportban a szdmok 0sszege egyenld a masik csoportbeli szimok szorzatival!

Vizsgaljuk kiilon az eseteket aszerint, hogy n paros, vagy pdratlan. Szadmok szorzata altaldban
joval nagyobb, mint az Osszege, ezért tigy érdemes probdlkozni, hogy kevés szamot szorzunk
n(n+1)

Ossze, €s sokat adunk Ossze. Az els n szdm Osszege ———.

e Ha n paros, akkor n = 2k alaku valamely pozitiv egész (2-nél nagyobb) k-ra.
Az egyik csoportban legyenek az 1,k — 1,2k szamok, ezek szorzata 2k(k —1).
A masik csoportba keriiljon a maradék, ezek Osszege

2k(2k+1)

5~ 1= (k= 1) =2k = k(2k+1) — 3k = k(2k —2) = 2k(k— 1).

Valéban megegyezik az egyik csoportban az dsszeg a masik csoportban a szorzattal.

e ha n pératlan, akkor n = 2k + 1 alakba irhato.
Az egyik csoportban legyenek az 1,k,2k szdmok, ezek szorzata k - 2k.
A masik csoportban a tobbi szdm Osszege

(2k+1)(2k+2)
2

—1—k—2k=(2k+1)(k+1)—1-3k =2k k
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Az n > 4 kikotésre azért volt sziikség, hogy a fenti megolddsban felsorolt szdmok kiillonbdzo
pozitiv egészek legyenek, pl. n =4 esetén 1 = (k— 1) lett volna. o

5. Egy szabdlyos 9-szog oldalait felvaltva két jatékos, A és B, befesti egy-egy szinnel. Az A jatékos
kezd, felvéltva ,,Iépnek™, és akkor fejezddik be a jaték, ha minden oldal be van festve. Egy kikotés
van: szomszédos oldalak nem lehetnek azonos szintiek. Az veszit, aki utoljara kénytelen uj szint
véalasztani. Mutassuk meg, hogy B-nek van nyerd stratégidja!

Két dolgot eloljaréban vegyiink észre.

e K¢t szin biztosan nem lesz elegendd a jaték so-
ran, hiszen ekkor felvaltva kellene szinezni az
oldalakat, de mivel pératlan sok oldalunk van,
ezért ez nem lehetséges.

e Harom szin viszont biztosan elég, sosem lesz
senki rdkényszeritve, hogy egy negyedik szint
valasszon. Ennek az az oka, hogy minden ol-
dalnak két szomszédja van, ezért legfeljebb két
szin lehet , tiltott” az adott oldal kiszinezésénél,
vagyis egy harmadik mindig megfeleld lesz.

Azt akarjuk tehat elérni, hogy mindenképpen A valassza a harmadik szint.

Legyen az A 4ltal vdlasztott elsd szin a piros, és tegylik fel, hogy az dbrdn az 1-essel jelolt oldalt
szinezte pirosra. (Ez a feltételezés nem ront az dltaldnos megolddson, mert annak megfeleléen
szamozzuk meg a sokszoget, hogy melyik oldalt szinezte A el6szor.) Ezek utdn szinezze B is
pirosra a 4-essel jelolt oldalt.

Most 3 részre bontjuk a folytatast aszerint, hogy erre A mit valaszol.

e Ha A madsodik 1épésében az X-szel jelolt mezdk valamelyikét szinezi be, akkor B a Z-vel
jelolt mezdt szinezze be pirosra.

— Ha ezt kovetéen A az egyetlen megmaradé X-szel jelolt oldalt festi be, akkor ahhoz
sziikséges egy harmadik szint vélasztania, és B-nek pedig elég lesz a 3 szin, igy B nyer.

— Ha az Y-nal jelolt mezdk valamelyikét szinezi A, akkor B szinezze a szaggatott vonalra
vett tiikorképét ugyanilyen szintire. Igy B-nek biztosan nem kell dj szint véalasztania, ami
ismét azt jelenti, hogy B nyer.

e Ha A a masodik 1épésében a Z-vel jelolt oldalt szinezi be, akkor B szinezze be az X -szel jelolt
oldalak valamelyikét. Ha A hasznalt masodik szint, akkor azzal, ha nem, akkor valasszon egy
masodik szint. Ekkor ugyanaz a helyzet allt el6 1ényegében, mint az el6z0 esetben.

e Ha A a masodik 1épésében az Y -nal jelolt mezdk valamelyikét szinezi, akkor ,,méasolja” ezt B
a tikkorképnél. Ha a késdbbiekben A a Z-vel vagy X -szel jelolt mezdk valamelyikébdl valaszt,
akkor B jarjon el a fentiek szerint.

Ez a megoldas minden pératlan oldalu sokszogre altaldnosithatd, ha az Y-nal jelolt szakaszok
szamat rugalmasan véltoztatjuk az oldalak szimanak megfelelen. o

- J
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8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Van-e olyan hdromjegy( pozitiv egész szam, amelynek 25 pozitiv osztdja van?

Han = p{'p5?-...- p% a szokdsos primtényezss felbontdsban, akkor n pozitiv osztSinak szdma
(a;+1)(op+1)-...-(a+1). Ugyanis minden primtényez6rdl egymadstdl fiiggetleniil eldont-

hetjiik, hogy az adott osztéban mekkora hatvanyon szerepeljen. 0 és o; kozott valaszthatunk egy
egész szamot, ez o; + 1 lehetség.
A 25-6t kell tehat (o +1)(ap+1) ... - (o + 1) alakban elGallitani. Két lehetSség van:

e 25 =24+1, ekkor n = p%“. Ha p; a lehetd legkisebb, azaz 2, mar akkor is tobb, mint
haromjegyl szamot kapunk, ami nem megengedett.

e 25=(4+1)-(4+1), ekkor n = pip3. Ha py, ps a lehets legkisebb, azaz 2 és 3, n akkor is
tobb, mint haromjegyi: 2*-3* = 16- 81 = 1296.

Tehat nincs megfeleld haromjegyl szam. o

2. Melyik nagyobb: 3100 44100 yagy 51009
32 + 42 = 52, Ez alapjén
3100 +4100 — (32)50 + (42)50 < (32 +42)50 — (52)50 — 5100

A kozépsd egyenldtlenség azért teljesiil, mert ha a jobb oldalon felbontjuk a zédréjeleket, a bal
oldalon szerepld két tag mellett még rengeteg sok pozitiv tag megjelenik.
Tehit 3100 4-4100 < 5100, (4)

3. Adjunk meg olyan derékszogli hdromszoget, amelyet fel lehet darabolni 3 egybevago, az eredeti-
hez hasonl6 haromszogre!

Egy 90°,60°,30°-0s hdromszoget fel lehet darabolni az
abran lathaté moédon. A B csticshoz tartozd szogfelezd
messe az AC oldalt M-ben, a masik darabol6 egyenes
legyen az AMB< szogfelez6je, mely F-ben metszi az
AB oldalt.

MBC< = 60°/2 = 30° ezért BMC< = 60°.

AMF < = 120°/2 = 60° tehat AF M < = 90°.

Igy valéban az 6sszes hdromszdgnek 90°, 60°, 30°-osak

a szogei. o ¢ M A

4. Melyik az a legnagyobb és melyik az a legkisebb 10-jegyi szdm, amely minden szamjegyet pon-
tosan egyszer tartalmaz, és oszthatd 11-gyel?

A 10 11-gyel osztva —1 maradékot ad, ezért 10*” 1 maradékot ad 11-gyel osztva, mig 102!
—1-et. Ezek alapjdn a 11-gyel oszthatosag szabdlya: A pdros és paratlan helyiértékeken ellentétes
eldjellel Osszeadva a szamokat 11 tobbszorosét kell kapnunk.

Az Ssszes szamjegy Osszege 45. Igy az elGjeles osszeg nem lehet 0. 11 lehet, ha az egyik csoport-
ban 28 az 0sszeg, a masikban 17. 22 sem lehet, 33 ugy lehet elvileg, ha az egyik csoportban 6, a
masikban 39 az 0sszeg. Ez azonban nem valosulhat meg, mert az 5 legkisebb szamjegy Osszege is
nagyobb 6-nal.
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Tehat mindenképp ugy kell két 6tds csoportra osztani a szdmokat, hogy az egyikben 28, a
madsikban 17 legyen az Osszeg.

Amikor a legnagyobb szamot keressiik, irjuk a nagyobb helyiértékekre a lehetd legnagyobb
szamjegyet, amig lehet. 9876524130 a feltételeknek megfeleld szdm. 5-0s utdn nem lehetne se 4,
se 3, mert akkor mar mindkét csoportban biztosan tillépnék a 17-et. Igy 2,4 a legjobb folytatas,
amit csak igy tudunk befejezni.

Amikor a legkisebb szdmot keressiik, nem kezdhetiink 0-val. Most is irjuk a lehetd legkisebb
szamjegyeket, amig lehet. 1024375869 a feltételeknek megfeleld szam. 4 helyére nem keriilhetne
3, mert a lehetd legkisebb szdmokat is valasztva egy csoportba, tillépnénk a 17-et. Igy 4,3 a
legjobb folytatds. 7 helyére nem keriilhetne 5 vagy 6, mert egyik csoportot sem tudnank 17-re
kiegésziteni. Innen csak egyféleképpen lehet befejezni.

Tehét a legnagyobb megfeleld szdm a 9876524130, mig a legkisebb a 1024375869. o

- J
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XXXIX. VERSENY 2009-10.

FELADATOK

/—m Megyei fordulo

1. Tamdsnak 1680 Ft-tal tobb pénze van, mint testvérének, Rékdnak. Tamdés ad 900 Ft-ot Rékanak.
Most kinek lett tobb pénze é€s mennyivel? o

2. A tizes szamrendszerben felirt elsé 300 pozitiv egész szdm kozott hany olyan van, amelyben a
szamjegyek Osszege paros szam? o

3. Egy tomor fakockat egyik lapjaval parhuzamos sikokkal feldarabolunk. Hény sikkal vagtuk szét a
kockat, ha tudjuk, hogy a keletkezett testek egyiittes felszine haromszorosa a kocka felszinének?

©

4. Szamitsuk ki a tizes szamrendszerben felirt elsé 200 pozitiv egész szdm szdmjegyeinek Osszegét.

- J

M Megyei fordulo

1. Szamitsuk ki a tizes szamrendszerben felirhaté haromjegy( pozitiv egész szamok szamjegyeinek
Osszegét.

2. Berci meséli, hogy dédapja, aki a 19. szdzad mdsodik felében sziiletett, az x> évszdmmal jelolt

évben éppen x éves volt. Mikor sziiletett Berci dédapja? o

3. Az ABCD téglalap AB oldala kétszerese a BC oldalnak. P az AD felez&pontja, Q az AB oldal B-hez
kozelebbi negyedeld pontja, végiil R a CD oldal D-hez kozelebbi negyedeld pontja.
Hanyad része a POR haromszog teriilete az ABCD téglalap teriiletének?

D R C

A [9) B °

4. Zsolt Osszeadta a pozitiv egész szamokat 1-t6l 2009-ig, €s azt allitja, hogy a kapott szadm oszthato
123-mal. Igaza van-e? (Allitdsodat indokold!) O

- J
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Feladatok

M Megyei fordulo

-

1. Hany oldalu az a konvex sokszog, amelynek 119 atl6ja van? o

2. Az % végtelen tizedes tort alakjabodl a tizedesvesszd utani elsé 2010 szdmjegyet toroljiikk. Az igy

kapott szdm tehdt a tizedesvesszd utdn az % tizedes tort alakjdnak a tizedesvessz6 utdni 2011.

szamjegyével kezdddik, €s azutdn folytatédik a tobbi utdna kovetkezdvel. A kapott szam kisebb
vagy nagyobb, mint %? Q

Az ABC haromszogben meghuztuk a CD magassagot €s a BE szogfelez6t. Ezek metszéspontja P.
Tudjuk, hogy BP = PE és CP = 2PD. Mekkorak az ABC haromszog szogei?

Adjunk meg 500, egymast kovetd pozitiv egész szdmot dgy, hogy a leirdsukhoz 6sszesen 2010
szamjegyre legyen sziikség. O
Tudjuk, hogy a 2" szdm utolsé hdrom szdmjegye megegyezik. (n pozitiv egész szdm.) Mi lehet ez
a szamjegy? o

J

8. osztaly Megyei fordulo

. Melyek azok a p primszamok, amelyekre igaz, hogy 2” + 1 oszthat6 9-cel? O

. Adjunk meg olyan n > 0 egész szdmot, hogy 5n egy egész szam 6todik hatvinya, 6n egy egész

szam hatodik hatvanya, és 7n is egy egész szam hetedik hatvdnya legyen.

. Az ABC derékszogii haromszogben az ABC<{ = 90°, a CAB<t = 50°. A P és Q pontok a BC befogd

olyan pontjai, amelyekre a PAC<< = 10° és a QAB<( = 10°. Hatarozzuk meg a % aranyt. o

. Az a és b pozitiv szamok. Tudjuk, hogy % < a(1—>b). Melyik nagyobb, a vagy b? 0

Két szomszédos pozitiv egész szam kobének kiilonbsége n?, ahol n > 0 egész szdm. Igazoljuk,
hogy n két négyzetszam Osszege.
(Példdul: 8% —7° =512—343 =169 = 132, 13 =22 + 3?) (3]

J
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5. osztaly, 1. nap

-

XXXIX. verseny 2009-10.

Feladatok

kiilonboz6?

2. Atizes szdmrendszerben melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek a szamjegyeit Ossze-

adva 2010-et kapunk?

3. 27 egyforma szabdlyos dobékockdbdl egy nagyobb kockdt épitiink. Ugy rakjuk 6ssze a dobdkoc-

kakat, hogy a nagy kocka felszinén a lehet6 legkevesebb pont latszodjon. Hany pont lesz ez? Ha a
legtobb pontot akarjuk latni a nagy kocka felszinén, mennyi pont lesz ez? (A szabélyos dobokocka
szemkozti lapjain a pontok szdménak Osszege 7.) o

4. Egy matematikaversenyen az egyik iskola felsé tagozatarol 0sszesen 48 versenyzd indult. 4 terem-

ben iiltették le a versenyzdket, minden teremben ugyanannyit. Kideriilt, hogy barmely elosztasnal
minden terembe jutott 1any is. Legkevesebb hany lany indult a versenyen? o

Orszagos donto

1. Hany olyan 5-re végz6do6 négyjegyii tizes szdmrendszerbeli szdm van, amelyben minden szamjegy

J

5. osztaly, 2. nap

1. Keressiink olyan, csupa kiilonb6z6 szdmjegyekbdl all6 haromjegyli szdmot, amelynek a szdm-

jegyeibdl képezhetd kiillonbozd szamjegyekbdl alld Osszes kétjegyl szamok Osszege egyenld a
haromjegy( szammal!

. Melyik az a pozitiv szdm, amelynek a felét és a negyedét Osszeszorozva a szam négyszeresét

kapjuk?

. Hany olyan négyjegyli szdm van, amely két pdratlan szamjegyet és két, 0-t6l kiillonbozd paros

szamjegyet tartalmaz, és csupa kiillonbozé szamjegybdl all? °

. Van 9 (egyforma) egybevdgé kis négyzetiink, 3 piros, 3 kék, 3 sarga. Ezekbdl hanyféle 3x3-as

nagyobb négyzetet lehet 6sszerakni azzal a kikotéssel, hogy minden sorban és minden oszlopban
mind a harom szind kis négyzet el6forduljon. Két nagy négyzetet nem tekintiink kiillonbozonek,
ha elforgatdssal egymdsba vihetok. o

J
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XXXIX. verseny 2009-10.

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Az 1,2,3,4,5 szamjegyekbdl hany olyan négyjegyii szam készithetd, amelyben legaldbb egy szam-
jegy ismétlodik?

2. Egy 6vodaban a gyerekek minden nap almat és kortét kapnak, és mindig ugyanannyi almat esznek
meg, mint ahdny kortét. A fiuk egy nap 3 almat és 2 kortét, a ldnyok 1 almat és 3 kortét esznek
meg. Hanyszor annyi fid jar az 6voddba, mint ahdny lany? °

3. Egy 1000-forintost felvaltunk 10 és 20 forintosokra, sszesen 90 pénzérmét kapunk. Hany 10-es
¢és hany 20-as van a 90 érme kozott? °

4. Az ABC szabélyos haromszog oldalain a P, Q, R pontok sorra az AB, BC, CA oldalaknak a B-hez,
C-hez, A-hoz kozelebbi harmadol6 pontjai. Mekkorak az APR hdromszog szogei? O

- J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Adjunk meg olyan abcde 6tjegyl, tizes szamrendszerben felirt szamot (a, b, ¢, d, e szamjegyek),
hogy az ab, bc, cd, de kétjegyl szamok négyzetszamok legyenek.

2. Hény olyan péros, pozitiv egész szam van az elsd 1000 szdm kozott, amelyeknek tizes szdmrend-
szerbeli alakjdban a szamjegyek Osszege paratlan? °

3. Szémitsuk ki az 1,3,5,7 szdmjegyekbdl felirhatd dsszes, csupa kiillonbozé szamjegybdl allé négy-
jegyl szdmok Osszegét!

4. Egy kocka hat lapjdnak sikjai hdny részre daraboljdk fel a teret? o

- J
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7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Tudjuk, hogy 2%° tizes szdmrendszerbeli alakja 9-jegyfi, és csupa kiilonb6z6 szamjegybdl 4ll. Iga-
zoljuk, hogy a 0 szerepel a szdmjegyek kozott.

2. Jelolje n! (,,n faktoridlis™) a kovetkezd szorzatot: n! =1-2-3-...-n (példdul: 5!=1-2-3-4.5=
120). Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre 1! 42! 43! 4-... +n! egy pozitiv egész
szam négyzete?

3. Egy négyzet mindkét atlgjat mindkét irdnyban meghosszabbitjuk, és ramérjiik a négyzet oldalat.
Igazoljuk, hogy az igy kapott négyszog is négyzet, és oldaldnak hossza az eredeti négyzet oldala-
nak és 4tljanak Osszege.

4. Mutassuk meg, hogy annak a tizes szdmrendszerben folirt 16-jegyli A szdmnak, amelynek minden
szamjegye 1, legalabb négy A-ndl kisebb, de 1-nél nagyobb osztdja van. °

5. Legkevesebb hanyféle szinii egység €l kis kockdra van sziikségiink ahhoz, hogy Ossze tudjunk
rakni beldliik egy 4 x4 x4-es nagyobb kockét a kdovetkezd megkotéssel: ha a két kis kocka lappal,
éllel, vagy csticcsal érintkezik, akkor azok kiilonb6z0 szintiek?

- J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Két pozitiv egész szam Osszege 210. Lehet-e, hogy a két szam szorzata oszthaté 210-zel? 0

2. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-szoget 14 haromszogre? o

3. Az abcabc alaku (a,b,c szamjegyek) tizes szamrendszerbeli szamok kozott van-e négyzetszdm?

4. Egy asztalon van 5 erszény, mindegyikben valamennyi pénz. Az els6bdl kivessziik a benne 1évo
pénz 6todét, €s a masodikba tessziik. Ezutdn a masodikbdl vessziik ki a benne 1év6 pénz 6todrészét,
€s a harmadikba tessziik, és igy tovabb. Utoljara az 6todik erszényben 1év6 pénz 6todét vettiik ki,
€s az els6 erszénybe tettiik. fgy végiil mindegyik erszényben 1600 Ft lesz. Mennyi pénz volt
eredetileg az erszényekben?

- J
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1. Mutassuk meg, hogy az

1+ ! + 1 + ! +...+ : + :
2 3 4 799 100
Osszeadas elvégzése utan kapott tort szamlaldja oszthatd 101-gyel. Q

2. Igazoljuk, hogy 10 barmely egész kitevdjli hatvanya felirhat6 két négyzetszam 6sszegeként. Q

3. Egy foly6 partjan az A és B varos 20 km-re van egymdstol. Egy csonak A-bol B-be és vissza 10 6ra
alatt tette meg az utat. Felfelé 2 km-t tett meg ugyanannyi id6 alatt, mint lefelé 3 km-t. Mekkora a
foly6 sebessége? 0

4. Egy derékszogli haromszogrdl tudjuk, hogy az egyik befogéra mint atmérdre rajzolt kor az atfogot
1 : 3 ardnyban osztja fel. Mekkordk a hdromszog hegyesszogei? Q

5. Egy négyzetracsos lapon megrajzolunk »n olyan téglalapot (n > 1 egész), amelynek oldalai a réacs-
vonalakkal parhuzamosak. Legfeljebb hany részre osztjak ezek a téglalapok a sikot? °

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor az
n+1.2n+1,3n+1,4n+1,...

sorozatban mindig van négyzetszam, és mindig van kobszam is. Q

2. A-bdl B-be indult egy gyalogos, vele egy idoben B-bdl A-ba ugyanazon az tton elindult egy kerék-
péaros. Egy 6ra milva a gyalogos pontosan a féliiton volt A és a kerékpdros kozott. Ujabb 15 perc
mulva a gyalogos és a kerékpdros taldlkozott, majd a gyalogos folytatta utjat B-be. Mennyi ideig
tartott a gyalogos utja A-bdl B-be?

3. Az ABCD négyzet belsejében adjuk meg azokat a P pontokat, amelyekre

AP+CP =BP+DP

teljesiil, (5

4. Igazoljuk, hogy barhogyan is adunk meg 51 darab, 100-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamot,
mindig ki lehet valasztani koziiliik kett6t dgy, hogy a kivalasztottak hdnyadosa 2-nek pozitiv egész
hatvanya.

- J
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MEGOLDASOK

/—m Megyei fordul6

1. Tamadsnak 1680 Ft-tal tobb pénze van, mint testvérének, Rékdnak. Tamds ad 900 Ft-ot Rékédnak.
Most kinek lett tobb pénze és mennyivel?

Ha Rékanak most a forintja van, akkor Tamdsnak 1680 + a forintja van. Miutdn Tamds adott
900 forintot Rékanak, neki 780 + a forintja maradt. Rékdnak 900 + a forintja lett. Tehdt, most
Rékdnak lett tobb pénze, méghozza 120 forinttal. o

2. A tizes szdmrendszerben felirt els6 300 pozitiv egész szam kozott hany olyan van, amelyben a
szamjegyek Osszege paros szdm?

Az elsd 9 pozitiv egész kozott 4 olyan szam van, amelyben a szdmjegyek parosak. Ezutan 10-t61
19-1g, 20-t6] 29-is és igy tovabb (az utols6é 290 — 299) minden ilyen 10-es csoportban 5 olyan
szdm van, amelyben a szamjegyek Gsszege paros. A 300 szdmjegy Osszege paratlan. Igy a péros
szamjegy0Osszegli pozitiv egész szamok szdma 300-ig 4 +5-29 = 149.

Megjegyzés. Ha n olyan szdm, ami nem 9-esre végzddik, akkor n és n+ 1 koziil az egyik
jegyeinek az Osszege paros, a masiké pdaratlan. 0 és 299 kozott tehat a szamok felének, 150-nek

lesz paros a jegyosszege. o

3. Egy tomor fakockét egyik lapjaval parhuzamos sikokkal feldarabolunk. Hény sikkal vagtuk szét a
kockadt, ha tudjuk, hogy a keletkezett testek egyiittes felszine haromszorosa a kocka felszinének?

Ha a kockat egy lapjaval parhuzamos sikkal ketté vagjuk, akkor a keletkezett darabok egyiittes
felszine két kockalap teriiletével nd. Eredetileg 6 kockalap teriilete a kocka felszine, ha ezt
haromszorosara akarjuk novelni, akkor 12 kockalappal kell ndvelni az egyiittes felszint. Tehat 6
sikkal kell feldarabolnunk a kockat. o

4. Szamitsuk ki a tizes szdmrendszerben felirt elsé 200 pozitiv egész szam szamjegyeinek dsszegét.

Példaul a kovetkezd szdmoldsi méd hamar célhoz vezet. Vegyiik be a szdmok kozé a 0-t is,
ennek a ,,szdmjegyosszege” 0, nem valtoztat az Osszegen. 0,1,2,...,199 szdmokbdl parokat
képziink, amelyekben a szdmjegydsszeg ugyanannyi. Ezek a parok: {0,199}, {1,198}, {2,197},
ooy {99,100}. Minden pdrban a szdmjegyek Osszege 19, Osszesen 100 péar van, igy ezek
szdmjegyosszege 1900. Még a 200 szamjegyeinek 0sszegét kell hozzavenni, igy 0sszesen 1902-t
kapunk.

- J

/—m Megyei fordulo

1. Szamitsuk ki a tizes szdmrendszerben felirhaté haromjegy pozitiv egész szamok szdmjegyeinek
Osszegét.

Els6 megoldds: Az elsdé hdromjegyli szdm a 100, az utols6 a 999, ez Osszesen 900 szdm. Pa-
rositsuk a szdmokat igy: 100 és 999, 101 és 998, 102 és 997, ..., 549 és 550. A péarokban a
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szamjegyek Osszege mindig 28. 450 par van Osszesen, igy a keresett 6sszeg: 28 - 450 = 12600.

Midsodik megoldas: 1-t6] 9-ig a szdmjegyek Osszege 45. Képzeletben irjuk le egymads ald novekvd
sorrendben a 900 szdmot. El6szor adjuk Ossze az egyesek helyén 4ll6 szamjegyeket. 100-tol
999-ig 90 olyan szdmcsoport van, amelyben az egyesek helyén a szamjegyek 1-t6l 9-ig dllnak.
Ezek osszege 90 - 45 = 4050. Két kerek szdzas kozott a tizesek helyén minden szdmjegy 10-szer
szerepel egymads utdn. Ez 9 alkalommal ismétlédik. A szamjegyek Osszege: 9-10-45 = 4050. A
szazasok helyén 1-t6l 9-ig minden szdmjegy 100-szor szerepel. Ezek 0sszege 100 - 45 = 4500,
ezek Osszesen: 4050 + 4050 + 4500 = 12600. o

2. Berci meséli, hogy dédapja, aki a 19. szdzad masodik felében sziiletett, az x>

évben éppen x éves volt. Mikor sziiletett Berci dédapja?

évszammal jelolt

Milyen x értékek johetnek széba? Ha x = 43, akkor x> = 1849, vagyis akkor 1806-ban sziiletett
volna a dédapa, de az nem a 19. szdzad mdsodik fele. Ha x = 45, akkor x2 = 2025, vagyis akkor
1980-ban sziiletett volna, ami szintén nem j6. Igy egyediil az x = 44 érték johet széba. Ekkor
x? = 1936, amibdl kovetkezik, hogy 1892-ben sziilethetett dédapa. Ez meg is felel a feltételeknek.

o

3. Az ABCD téglalap AB oldala kétszerese a BC oldalnak. P az AD felezGpontja, Q az AB oldal
B-hez kozelebbi negyedels pontja, végiil R a CD oldal D-hez kozelebbi negyedel6 pontja.
Hényad része a POR hiromszog teriilete az ABCD téglalap teriiletének?

D R C
P
A 0 B

Szamoljuk a POR haromszog teriiletét tigy, hogy levonjuk a téglalap teriiletébdl az APQ és DPR
haromszogek teriiletét és a BCRQ trapéz teriiletét. A BCRQ trapéz teriilete fele a téglalap
teriiletének. Az APQ haromszog AQ oldala haromnegyed része AB-nek, AP magassiga fele
AD-nek. Emiatt a teriilete % . % . % = 13—6 része a téglalap teriiletének. A DPR haromszog teriilete
hasonlé okokbol % . % . % = % része a téglalap teriiletének. Akkor tehdat a POR haromszog teriilete

— 576" 16— }1 része a téglalap teriiletének. o

4. Zsolt 6sszeadta a pozitiv egész szamokat 1-t61 2009-ig, €s azt dllitja, hogy a kapott szdm oszthat6
123-mal. Igaza van-e? (Allitdsodat indokold!)

A pozitiv egészek Osszege 1-t61 2009-1g: % -2009.

Vagyis 1005-2009 =3-5-61-7%-41 = 123-5-7%-61, amibdl kovetkezik, hogy az 6sszeg oszthat6
123-mal. O
- J
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M Megyei fordulo

1. Hény oldald az a konvex sokszog, amelynek 119 atléja van?

Ha a konvex sokszdg oldalainak szdma n, akkor az 4tlok szdma: @ Tehat tudjuk, hogy

n(n—3)
2

=119.

Ebbdl kovetkezik, hogy n(n —3) =238. Mivel 1714 = 238, ezért n = 17. A sokszdgnek tehat 17
oldala van. o

2. Az % végtelen tizedes tort alakjabol a tizedesvesszd utdni elsé 2010 szdmjegyet toroljik. Az igy
kapott szdm tehdt a tizedesvessz$ utdn az % tizedes tort alakjanak a tizedesvesszd utdni 2011.
szamjegyével kezdddik, és azutan folytatédik a tobbi utdna kovetkezdvel. A kapott szdm kisebb
vagy nagyobb, mint %?

Az % végtelen tizedes tort alakja a kovetkezd:

1 . .
= =0,142857...
7 )

azaz periodikus végtelen tizedes tort, ahol a periédus hossza 6. Mivel 2010 oszthaté 6-tal (2010 =
6 -335), igy pontosan 335 teljes periédust tordltiink. Igy a megmaradé szam pontosan tigy néz ki,
mint az eredeti. A kapott szam tehét pontosan egyenld %—del.

3. Az ABC haromszogben meghuztuk a CD magassagot és a BE szogfelez6t. Ezek metszéspontja P.
Tudjuk, hogy BP = PE és CP = 2PD. Mekkorédk az ABC haromszog szogei?

Allitsunk P-bl merSlegest BC-re és EC-re. Ezek talppontjai F és G. Mivel P a szogfelez3 pontja,
igy PD = PF. De tudjuk, hogy PC =2 - PD, ezért PC =2 - PF. Emiatt a PFC derékszogii harom-
szog szogei 30° és 60°. Mivel CD a haromszog magassaga, igy a BCD haromszog derékszogt és
azt is tudjuk mar, hogy PCB< = 30°, igy ABC<t = DBC< = 60°. Emiatt DPB< = 60°, amibdl
kovetkezik, hogy EPC<t = 60° (hiszen csucsszogek). Mivel BP szogfelezd, ezért PBC<t = 30°,
vagyis a BCP egyenl6szart, és BP = PC. De BP = PE, vagyis PE = PC. Igy a PCE haromszog-
ben a CE oldalon fekvd szogek egyenldek. De a CPE<t = 60°, igy PEC<t = PCE <t = 60°.

Tehat az ABC haromszog szogei 30°, 60°, 90°.

Megjegyzés. A megoldast dbran érdemes kovetni. Azért nem rajzoltunk 4brat, mert a helyes
abran egy derékszogl haromszo6g van. Emiatt esetleg indokolatlan kovetkeztetéseket vonnénk le,
amelyek a feladat szovegébdl nem kovetkeznek. o

4. Adjunk meg 500, egymadst kovetd pozitiv egész szamot ugy, hogy a leirasukhoz 6sszesen 2010
szamjegyre legyen sziikség.

Mivel 2010 = 4-490+ 5 - 10, ezért 490 négyjegyt és 10 otjegyd szam leirdsdhoz éppen 2010
szamjegyre van sziikség. Igy a kovetkezd szdmok megfelelSk:

9510,9501,...,9999,10000, 10001,...,10009. o
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5. Tudjuk, hogy a 2" szdm utolsé harom szdmjegye megegyezik. (n pozitiv egész szam.) Mi lehet
ez a szamjegy?

Mivel 2" legaldbb haromjegy(i, emiatt n biztosan nagyobb 3-ndl, tehat 2" oszthat6 8-cal. Azt
pedig tudjuk, hogy egy 8-cal oszthaté szam utolsé 3 jegye altal alkotott szdm is oszthat6 8-cal.
Nyilvan paros ez a szam, igy a 222, 444, 666 és 888 jon széba. Ezek koziil viszont csak a 888
oszthat6 8-cal, tehat csak a 8-as lehet ez a szdmjegy. Szerencsére 1étezik olyan 2-hatvany, aminek
az utols6 harom szdmjegye 8-as: 23 = 549755813888. O

- J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Melyek azok a p primszdmok, amelyekre igaz, hogy 2” + 1 oszthat6 9-cel?

Vizsgéljuk a p primszadmot 6-tal val6 osztdsi maradéka szerint!

Ha p = 2, akkor 2% + 1 = 5 nem oszthaté 9-cel.

Ha p =3, akkor 2> +1 =9, tehit p = 3 j6.

Ha p > 3 prim, akkor nem oszthat6 se 2-vel, se 3-mal, ezért 6-tal valo osztdsi maradéka 1 vagy 5
lehet.

Ha p = 6k + 1 valamely k egész szamra, akkor

2P 41 =201 11 =2. (251 =2.64"+1.

64 9-cel osztva 1 maradékot ad, ezért 64X is, tehat 2P + 1 9-cel osztva 3 maradékot ad.
Ha p = 6k + 5 valamely k egész szamra, akkor

2P 41 =205 41 =25. (2% +1=32.64"+1.

64% 9-cel osztva 1 maradékot ad, mig a 32 5-6t, ezért 2” + 1 9-cel osztva 6 maradékot ad.
Tehét a 3 az egyetlen megfeleld primszam. o

2. Adjunk meg olyan n > 0 egész szamot, hogy 5n egy egész szdm 6todik hatvanya, 6n egy egész
szam hatodik hatvanya, és 7n is egy egész szadm hetedik hatvanya legyen.

Egy szam pontosan akkor k-adik hatvédny, ha primtényezds felbontdsdban minden prim kitevdje
oszthato k-val.

Ezek alapjan n-ben az 5 kitevdje Sk + 4 alaku. 6, illetve 7 relativ primek az 5-hoz, ezért Sk + 4
oszthat6 6-tal és 7-tel, igy 42-vel is. A legkisebb ilyen szam a 84.

6 = 2 -3, ezért hasonl6 okoskoddssal n-ben a 2 és a 3 kitevGje 6k + 5 alakd, és oszthat6 5-tel, és
7-tel. A legkisebb ilyen szam a 35.

A 7 kitevdje 7k + 6 alaku, és oszthatd 5-tel és 6-tal. a legkisebb ilyen szdm a 90.

Tehat példaul egy ilyen alaki n alkalmas : n = 23 .333.58+.790, O

3. Az ABC derékszogii haromszogben az ABC<t = 90°, a CAB< = 50°. A P és Q pontok a BC
befogd olyan pontjai, amelyekre a PAC<t = 10° és a QAB< = 10°. Hatarozzuk meg a % aranyt.
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Jelolje R a Q pont B-re vonatkoz6 tiikorképét, ekkor

A
J RA = RQ és RB = BQ
10° /T 10° QA = QC, mert QAC< = QCA<t = 40°.
OA — RA — RP, mert RAP<t — RPA< — 50°. Tehit
RP = QC.
RQ = RP— QP = OC — QP = CP, tehdt 20B = RQ —
40° CP, igy
R B 0 P C

cpP

4. Az a és b pozitiv szamok. Tudjuk, hogy % < a(1—b). Melyik nagyobb, a vagy b?

Az }‘ < a(1—b) egyenl6tlenség ekvivalens az % < y/a(1—b) egyenlStlenséggel, mert ha az elsé

teljesiil, akkor a(1 — b) nemnegativ, ezért vonhatunk négyzetgyokot, és kisebb szam négyzetgyoke
kisebb. Visszafele mindkét oldal nemnegativ, a kisebb négyzete is kisebb.

T <a(1—Db) miatt 1 —b is pozitiv. Ezért alkalmazhatjuk az a és 1 — b szdmokra a szdmtani és
mértani k6zép kozotti egyenlStlenséget, azaz /a(l —b) < #.

Tehdt 1 < “H1=L azaz 0 < a —b. Azt kaptuk, hogy a > b. O

5. Két szomszédos pozitiv egész szdm kobének kiilonbsége n?, ahol n > 0 egész szam. Igazoljuk,
hogy n két négyzetszam Osszege.
(Példaul: 83 — 73 =512 —343 =169 = 132, 13 =22 +32)

A feltétel szerint (k+1)° — k% = 3k> + 3k +1 =3k(k+ 1) + 1 = n’.
3k(k+ 1) paros, hiszen két szomszédos szdm szorzatdnak hdromszorosa, igy n® és n paratlan.
Az els6 egyenletet 4-gyel megszorozva kapjuk, hogy

(2n)? =4-(3k> +3k+1) =3(2k+1)>+1,

innen 3(2k+ 1) = (2n)2 —1=(2n+1)(2n—1). (2n+1) és (2n— 1) relativ primek, mert leg-
nagyobb kozos osztojuk csak a 2 lehetne, de mindkettd paratlan. Szorzatuk egy négyzetszam
haromszorosa, mivel relativ primek az egyik oszthaté harommal, a méasik nem. Amelyik nem
oszthaté harommal az négyzetszdm lesz, hiszen minden mds primtényez a szorzatban paros kite-
vOn szerepel, és ez a prim csak az egyiket oszthatja.

Ha 2n + 1 négyzetszam, akkor 2n+ 1 = (2 4 1)? valamilyen t-re, vagyis 2n+ 1 = 41> 44t + 1,
azaz 2n = 4> + 4t, amibdl n = 21> + 2. Vagyis ekkor n paros lenne, ami nem lehet.

Ha 2n — 1 négyzetszam, akkor 2n — 1 = (2¢ + 1)? valamilyen ¢-re, azaz 2 = 4> + 4¢ + 2, amibél
n=2t>+2t+ 1, vagyis ekkor n = 1> + (t +1)?.

Tehat n val6ban két négyzetszam Osszege. o

- J
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1. Hany olyan 5-re végz6d6 négyjegyd tizes szdmrendszerbeli szdm van, amelyben minden szdm-
jegy kiilonb6z6?

Az ezresek helyén nem dallhat O vagy 5, azaz 8 féle szdmjegy éllhat az ezresek helyén. A szdzasok
helyére szintén 8-féle szdmjegy keriilhet, mert az 5-0s0n, illetve az ezresek helyén 4116 szdmjegyen
kiviil barmi keriilhet a szdzasok helyére. A tizesek helyére 7-féle szamjegy koziil valaszthatunk.
Hiszen az 6t6son, a szdzasok illetve ezresek helyén 4116 szdmjegyen kiviil barmi keriilhet a tizesek
helyére, ez 6sszesen 7-féle szamjegy. Az egyesek helyén csak az 6tos szerepelhet. Igy Gsszesen
8-8-7-1 =448 darab 5-re végzddd, kiilonbozo jegyekbdl all6 négyjegyli szam van.

2. A tizes szamrendszerben melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek a szdmjegyeit
Osszeadva 2010-et kapunk?

Egy 223 jegyl szam jegyeinek Osszege legfeljebb 9 -223 = 2007, tehat a szam legalabb 224

jegyl. Ha egy 224 jegyii szdm elsé jegye legfeljebb 2, akkor a jegyeinek az Osszege legfeljebb

2+49.223 =2009. Igy egy 224 jegyii, 2010 jegydsszegli szam legaldbb 3-mal kezd6dik. Ha

3-mal kezdddik, akkor a jegyosszege csak ugy lehet 2010, ha minden tovabbi jegye 9-es. Azaz a

legkisebb ilyen szdm a 399...99. o
223

3. 27 egyforma szabalyos dobékockabol egy nagyobb kockit épitiink. Ugy rakjuk 6ssze a dobé-
kockakat, hogy a nagy kocka felszinén a lehet6 legkevesebb pont latszédjon. Hany pont lesz ez?
Ha a legtobb pontot akarjuk latni a nagy kocka felszinén, mennyi pont lesz ez? (A szabalyos
dobdkocka szemkozti lapjain a pontok szaméanak 6sszege 7.)

A nagy 3x3x3-as kocka lapkozepén 1évd kiskockdn minimum 1, maximum 6 pont latszédhat.
Lapkozépen elhelyezkedd kiskockabdl 6 van. A nagy kocka éleinek kozepénél levd kiskockakon
minimum 1+ 2 = 3, maximum 5+ 6 = 11 pont lidtszédhat. Az €l kozepén 1évd kiskockdbol
12 van. Végiil, a nagy kocka csuicsaindl levd kiskockdkon minimum 1+ 2 + 3 = 6, maximum
4+ 5+ 6 =15 pont latszédhat, és ez meg is valdsithatd. Csucson elhelyezkedd kiskockabdl 8 van.
Tehat a minimum 6-1+12-3+8-6 =90, a maximum 6-6+12-11+8-15 = 288. O

4. Egy matematikaversenyen az egyik iskola felsd tagozatir6l osszesen 48 versenyz$ indult. 4 te-
remben Ultették le a versenyzdket, minden teremben ugyanannyit. Kideriilt, hogy barmely elosz-
tasnal minden terembe jutott lany is. Legkevesebb hdny lany indult a versenyen?

Minden teremben pontosan % = 12-en iiltek le. Legfeljebb 11 fid lehetett, hiszen ha tobb mint
11 fia versenyzett volna, akkor egy lehetséges terembeosztds lehetne az, hogy 12 filit egy
terembe liltetiink. Azaz lenne egy olyan terem, ahova nem keriilne ldny, ez ellentmond a feladat
feltételeinek. Tehdt legaldbb 48 — 11 = 37 lany indult a versenyen. o

- J
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1. Keressiink olyan, csupa kiilonb6z6 szdmjegyekbdl all6 haromjegyd szdmot, amelynek a szdm-
jegyeibdl képezhet6 kiillonbozd szdmjegyekbdl 4ll6 Osszes kétjegyll szdmok Osszege egyenld a
haromjegyti szammal!

szdm Osszege 10-a+b+10-b+a+10-a+c+10-c+a+10-b+c+10-c+b=22-(a+b+c).
Tehét a keresett hdromjegy( szdm 22 tobbszorose lesz. Tekintsiik a 22 tobbszoroseit 22, 44, 66,
88, 110, 132, 154, .... Az elsd kiilonb6z6 szamjegyekbdl all6 haromjegyli szam j6 is lesz, mert
132 =22-(1+3+2). (De példaul a 154 nem j6, mivel 154 #£22-(1+5+4)).

Megjegyzés. Keressilk meg az Osszes ilyen szamot! Az eddigiek szerint 22- (a+b+c¢) =
100-a+ 10- b+ c kell, hogy teljesiiljon. Ezt rendezve 78-a = 12- b+ 21 - ¢, hdrommal osztva
26-a=4-b—+7-c. Mivel szamjegyekrdl van szd, a jobb oldal legfeljebb 4 -9 +7-9 = 99 lehet,
igy a < 3. Az egyenlet bal oldalan paros szdm 4all, igy a jobb oldal is paros kell, hogy legyen. Ez
csak akkor lehet, ha ¢ paros.

Ha a = 1, akkor, mivel 7-4 > 26, ¢ csak 2 lehet, amibdl kovetkezik, hogy b = 3, azaz ebbdl az
esetbdl a 132 adédik. Ha a = 2, akkor, mivel 7-8 > 52, akkor ¢ 2, 4, vagy 6 lehet. Mivel 52 és
4 is oszthat6 néggyel, igy c-nek is oszthatonak kell lennie néggyel. Ez csak ¢ = 4 esetén lehet
amibdl b = 6, azaz a 264 adodik. Ha a = 3, akkor ¢ péros, de nem oszthaté néggyel, mert 26 - 3
sem oszthat6 néggyel. Ez csak ¢ = 2 vagy ¢ = 6 esetén lehet, amibdl b = 15 vagy b = 6 adddik.
Mivel a 15 nem szdmjegy, ebbdl az esetbdl csak a 396-ot kapjuk.

Ha a nulla a jegyek kozott lenne (azaz a haromjegytli szdm ab0 vagy a0Ob alaku), akkor ennek
a szdmjegyeibdl csak négy kétjegyli szdm lehetne képezhets: ab,ba,a0,b0. Ezek Osszege

21-(a+D). Az el6z8ekhez hasonldan, az eseteket végignézve (hasznélva hozzd a 3-mal, illetve
9-cel val6 oszthatosdgot) konnyen lathatd, hogy innét nem jon megoldas. o

2. Melyik az a pozitiv szdm, amelynek a felét és a negyedét Osszeszorozva a szdm négyszeresét
kapjuk?

Jelolje x a keresett szdmot. A feladat szovege szerint 5 -7 = 4-x, azaz x-x = 32-x. Mivel x
pozitiv, oszthatunk vele, x = 32 addédik. o

3. Haény olyan négyjegyli szdm van, amely két paratlan szamjegyet és két, 0-t6l kiilonboz6 péros
szamjegyet tartalmaz, €s csupa kiillonbozé szdmjegybdl all?

A megoldds 6-(5-4)-(4-3) = 1440. Hatféleképpen vélaszthatjuk meg azt, hogy a négy jegy
koziil melyik kettd legyen paratlan. Mivel 5 paratlan szdmjegy van, a kivalasztott két helybdl az
elsdre 5-féle paratlan jegyet irhatunk, a masodikra ez a jegy nem keriilhet, azaz ott mar csak négy
jegy koziil valaszthatunk. A O-t nem szamitva 4 paros szdmjegy van, tehat a maradék két helybdl
az els6re 4-féle paros jegyet irhatunk, a masodikra 3-félét. o

4. Van 9 (egyforma) egybevagé kis négyzetiink, 3 piros, 3 kék, 3 siarga. Ezekbdl hanyféle 3x3-as
nagyobb négyzetet lehet 6sszerakni azzal a kikotéssel, hogy minden sorban és minden oszlopban
mind a hdrom szind kis négyzet el6forduljon. Két nagy négyzetet nem tekintiink kiilonb6z6nek,
ha elforgatdssal egymésba vihetdk.

Az Osszes (hdrom) megoldés a kovetkezd dbran lathato:
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ra I

Miért nincsen tobb megoldds? Ha példdul piros a 3x3-as nagy négyzet kozEépsd kis négyzete,
akkor még két szemkozti saroknak kell pirosnak lennie, mivel minden sorban és minden oszlopban
kell, hogy legyen piros kis négyzet. Tehat ebben az esetben valamelyik atl6 mentén piros kis
négyzetek lesznek. Ha most az elforgatdssal nem tor6diink, akkor ezt 6sszesen 4-féleképpen lehet
befejezni:

Fa o 21 W,

Azonban ez a négy lehet6ség elforgatdssal egymadsba vihetd. Ezt a gondolatmenetet a tobbi szinnel
is eljatszhatjuk, tehat tovabbi egy-egy megoldas adddik abbdl, hogy kék, illetve sarga négyzet keriil
kozépre.

- J

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Az 1,2,3,4,5 szdmjegyekbdl hdny olyan négyjegyl szdm készithets, amelyben legaldbb egy
szamjegy ismétlodik?

Osszesen 5% kiilonboz6 négyjegyti szam készithetd ezekbdl a szamjegyekbdl, hiszen minden
helyiértéken 5-féle szamjegy allhat. Ezek koziil 5-4 -3 -2 = 120 olyan, amiben minden szamjegy
kiilonb6z6, hiszen az elsd helyen mind az 5-féle szdmjegy dllhat, de utdna mar csak 4, hogy
kiilonb6zzon az els6tdl, a harmadik szdmjegy mar csak 3-féle lehet, hogy kiillonbdzzén az elsd
kett6tdl stb. Olyan szdmbdl tehdt, amiben legaldbb egy szdmjegy ismétlédik, éppen

5% ~5.4.3.2=120 = 625 120 = 505
darab van. o

2. Egy 6vodaban a gyerekek minden nap almat és kortét kapnak, és mindig ugyanannyi almét esznek
meg, mint ahdny kortét. A fidk egy nap 3 almat és 2 kortét, a ldnyok 1 almat és 3 kortét esznek
meg. Hanyszor annyi fid jar az 6voddba, mint ahdny lany?

Ha a lanyok szdma [, a fiaké pedig f, akkor egy nap / + 3 f almét és 3/ 4 2 f kortét esznek meg.
Mivel ugyanannyi almat esznek dsszesen, mint kortét, igy tudjuk, hogy [ 4 3f = 3/ 4 2f. Ebbdl
kovetkezik, hogy f = 21, vagyis kétszer annyi fid van, mint ahdny lany.
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3. Egy 1000-forintost felvaltunk 10 és 20 forintosokra, 6sszesen 90 pénzérmét kapunk. Hany 10-es
és hany 20-as van a 90 érme kozott?

Els6 megoldas: Tegyiik fel, hogy ¢ darab 10-esiink van, és 4 darab 20-asunk. Mivel sszesen 1000
forintot érnek, ezért 107 + 20h = 1000. Ebbdl kovetkezik, hogy t + 2k = 100. Madsrészt viszont
osszesen 90 érménk van, vagyis r +h = 90. A két egyenletbdl kapjuk, hogy i = 10, és igy t = 80,
vagyis 80 darab 10-esiink van, és 10 darab 20-asunk.

Masodik megoldds: Ha csupa 10-esiink lenne, akkor 900 forintot érne a 90 érme. Ha egy 10-est
becseréliink 20-asra, akkor az érmék szama nem valtozik, de az dsszértékiik 10 forinttal né. Mivel
100 forinttal ér kevesebbet a 90 darab 10-es a kivant 1000 forintndl, igy pontosan 10-et kell
becserélniink. Vagyis 10 darab 20-asunk és 80 darab 10-esiink van. o

4. Az ABC szabalyos haromszog oldalain a P, Q, R pontok sor-
ra az AB, BC, CA oldalaknak a B-hez, C-hez, A-hoz kozelebbi
harmadol6 pontjai. Mekkordk az APR haromszog szogei?

Mivel az ABC haromszdg szabalyos, ezért minden oldala egy-
forma hosszi. Ha nézziik az APR haromszoget, akkor ebben a
haromszogben az AP oldal kétszer olyan hosszd, mint az AR.
Igy tehdt az APR hiromszog egy ,.fél” szabélyos hiromszog,
hiszen az RAP<{ = 60°. Ebbdl kovetkezik, hogy APR<t = 30° és
ARP< = 90°. O 4 P B

- J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Adjunk meg olyan abcde Gtjegyt, tizes szamrendszerben felirt szamot (a, b, ¢, d, e szamjegyek),
hogy az ab, bc, cd, de kétjegyl szamok négyzetszamok legyenek.

A kétjegyli négyzetszamok a kovetkezSk: 16,25,36,49,64,81. Irjuk fel, hogy melyik szdmot
melyik kovetheti. A 25 el6tt és utdn sem lehet semmi, hiszen nincs 2-re végz6do €s 5-tel kezd6do
megfeleld négyzetszam sem. Ha 81-gyel kezdiink, akkor kapjuk a 81 — 16 — 64 — 49 sorozatot,
ha pedig 36-tal, akkor a 36 — 64 — 49 sorozatot. Ebbdl lathatd, hogy egyetlen 4-tagi lanc van, a
81-gyel kezdddo, ezért az egyetlen lehetséges szam a 81649.

2. Hény olyan pdros, pozitiv egész szam van az els6 1000 szam kozott, amelyeknek tizes szdmrend-
szerbeli alakjdban a szdmjegyek Osszege paratlan?

Az egyjegytliek kozott nincs ilyen, hiszen ott a szdm megegyezik a szamjegyek Osszegével €s az
nem lehet egyszerre paros €s pdratlan is. Ha a kétjegyl szdmokat nézziik, akkor tudjuk, hogy az
utolso jegyiik paros, hiszen a szdm maga paros. Vagyis az utolso jegy 5-féle lehet. Viszont az
elsd jegynek pératlannak kell lennie ahhoz, hogy a szdmjegyek Osszege pdratlan legyen, igy erre
is 5-féle lehet6ség van. Osszesen tehdt 5-5 = 25 megfeleld kétjegy(i szdm van. Haromjegyfiek
esetén az utolso jegy tovabbra is paros, ami 5-féle lehetoség. Ha a mésodik jegy pératlan, akkor
az elsdnek parosnak kell lennie, vagyis ilyenbdl 4 -5 -5 darab van, hiszen az els6 szamjegy nem
lehet 0. Ha a mésodik jegy is paros, akkor viszont 5-5 -5 lehet&ségiink van, ekkor ugyanis nincsen

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 95

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Megoldasok

XXXIX. verseny 2009-10. @

tiltott szdmjegy az elsd helyen. Igy tehat 6sszesen

5-5+4-5-545-5-5=254+100+125 =250
darab feltételeknek megfeleld szam van. o

3. Szémitsuk ki az 1,3,5,7 szdmjegyekbdl felirhato 6sszes, csupa kiillonbozd szamjegybdl 4116 négy-
jegyl szdmok 0sszegét!

Képzeljiik el, hogy az 6sszes szamot egymads ald irjuk, hogy 0sszeadjuk 6ket. Mivel csupa kii-
16nb6z6 szamjegybdl allnak a szdmok, ezért 4-3-2 -1 = 24 szam van, és igy 24 sor. Az egyes
helyiértéken minden szdmjegy 6-szor szerepel, hiszen a maradék 3 helyen 3 -2 - 1 = 6-féleképpen
dllhatnak szdmjegyek. Igy az egyesek helyén a szdmjegyek dsszege 6- (1 +3+5+7) = 96. De
ez minden helyiértéken igaz, csak azokon egy szamjegy 10-et, 100-at, illetve 1000-et ér. Vagyis
osszesen 96- (10004 100+ 10+ 1) =96- 1111 = 106656 a 24 szam Osszege.

4. Egy kocka hat lapjanak sikjai hdny részre daraboljdk fel a teret?

Els6 megoldas: A kocka minden lapjédhoz, éléhez és cstiicsdhoz csatlakozik kiviilrdl egy térrész,
illetve van a kocka belseje. Igy 0sszesen 6 4 12 + 8 4+ 1 = 27 részt hatdroznak meg a lapsikok.

Masodik megoldds: Két szemkozti oldal sikja 3 ,,emeletre” bont-
1 2 3 ja a teret és minden szinten az dbran lathat6 9 rész keletkezik.

Minden szinten az itt 1athat6 sikrészeknek megfelel egy térrész.
Ez viszont is igaz, minden térrésznek megfelel valamelyik ,.,eme-

4 5 6 leten” egy sikrész. Ebbdl kovetkezik, hogy 3 -9 = 27 térrészt
kapunk.
Harmadik megoldds: Ha Rubik-kocka k6zéps6é (nem lathato)
7 8 9 kiskockdjanak lapsikjait vessziik, akkor a 3x3x3 kiskockabdl
minden létrejovo térrészbe pontosan 1 kiskocka kertil. o

- J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Tudjuk, hogy 2% tizes szdmrendszerbeli alakja 9-jegy(, és csupa kiilonbozd szdmjegybdl 4ll.
Igazoljuk, hogy a 0 szerepel a szdmjegyek kozott.

Ha a 0 nem szerepelne, akkor a szamjegyek csakis az 1,2,3,4,5,6,7,8 és 9 lehetnének. Ezek
Osszege 45, ami oszthaté 3-mal, vagyis a 22 is oszthat6 kellene, hogy legyen 3-mal. Ez azonban
nem igaz, igy a 0 biztosan szerepel a szimjegyek kozott. (Megjegyzés: 22° = 536870912.) o

2. Jelolje n! (,,n faktoridlis™) a kovetkez6 szorzatot: n! =1-2-3-...-n (példaul: 5! =1-2-3-4.5=
120). Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre 1!4-2!+3!4-... 4+ n! egy pozitiv egész
szdm négyzete?

Nézziik meg az els6 néhany n értékre a kérdéses Osszeget! Az 1! = 1 pozitiv négyzetszdm, az
I'+2!'=3nem, az 1! +2!43! =9 is j6, az 1!+ 2!+ 3! 44! = 33 viszont nem. Ha k > 5
egész, akkor k! =1-2-3-4.5-...-k, ami oszthat6 2-5 = 10-zel. Tehat ha n > 5, akkor az
1'4+2!+3!144!'4 ... 4+ n! ugyanazt a maradékot adja 10-zel osztva, azaz ugyanarra a szamjegyre
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végzbddik, mint az 1!+ 2! 4 3! + 4! = 33, hiszen ehhez csak 10-zel oszthaté szamokat adtunk
hozza. Tehat a kérdéses Osszeg 10-zel osztva 3-at ad maradékul.

De most nézziik meg, hogy egy négyzetszam milyen maradékot adhat 10-zel osztva! Ha az x
egész szam osztasi maradéka 10-zel az m, akkor m” ugyanazt a maradékot adja 10-zel osztva,
mint az x%, hiszen egész szamok Osszeszorzdsakor a maradékok is Osszeszorzédnak. Tehat az
x*> maradéka csakis az m-tSl fiigg. Az m lehetséges értékeire végignézve az m*-et (0 < m < 9):
0,1,4,9,16,25,36,49,64,81. Ezek egyike sem ad 3 maradékot 10-zel osztva, igy x*> sem adhat,

semmilyen x egészre. Tehat semmilyen n > 5-re nem lehet az 1! +2!43!4 ... 4 n! négyzetszam.

Igy az egyediili j6 n-ek az 1 és a 3. o

3. Egy négyzet mindkét atlgjat mindkét irdnyban meghosszabbitjuk, és ramérjiik a négyzet olda-
l14t. Igazoljuk, hogy az igy kapott négyszog is négyzet, €s oldaldnak hossza az eredeti négyzet
oldaldnak és atl6jdnak osszege.

Jelolje az oldal hosszat a, az atlé hosszat b. A négyzet csu- H G
csai legyenek A, B,C és D, az 0j pontok E, F,G és H az dbra
szerint. A négyzet kdozéppontja (az 4tlok metszéspontja) le-
gyen O. Ekkor az O pont tdvolsdga az A, B,C és D pontoktol
is %’, hiszen felezi az 4tldkat. Igy az O tavolsiga az E,F, G, H

b
pontoktol g +a. Tehét az O pontbdl valo, ZTM ardnyu kozép-

pontos nagyitas viszi az ABCD négyzetet 2az EFGH négy- A B
szO0gbe, ami igy tehét szintén négyzet.

Az E pontot az AD egyenesre éttiikrozve az AD és az AB,
illetve az ezzel a kozéppontos nagyitds miatt pairhuzamos EF
egyenesek merdlegessége miatt az EF szakasz egy T pontjat
kapjuk.

Ez a tiikrozés az AC egyenest (ami dtmegy az E-n) az AT egyenesbe viszi. Ez a négyzet szimmet-
ridi miatt pirhuzamos a BD egyenessel. Igy az AT F B négyszog szemkozti oldalai parhuzamosak,
vagyis a négyszog paralelogramma. Tehdt TF = AB = a. A tiikrozés miatt pedig AT = AE = a.
Az AT egyenes parhuzamos a BD-vel, igy merGleges a masik atléegyenesre, az AC-re. Igy a TAE
sz0g 90°-o0s. Ekkor viszont az ABD és AET haromszogek egybevagdok, mert az A-bdl indul6 két-
két oldaluk a hosszi, és ezek kozrezért szoge 90°. Igy ET = BD = b.

Tehat EF = ET +TF = b+ a, és pont ezt akartuk belatni. o

4. Mutassuk meg, hogy annak a tizes szdmrendszerben folirt 16-jegyli A szamnak, amelynek minden
szamjegye 1, legalabb négy A-ndl kisebb, de 1-nél nagyobb osztdja van.

Vegyiik észre, hogy ha k pozitiv egész szam, akkor

11...1=11...1-100...01.
—_— = =

2k db k db k—1db
Igy
11...1=11...1-100...01 =1111-10001-100...01 =11-101-10001-100...01
—_— = = N~—— ~——
16 db 8 db 7 db 7 db 7 db
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16 db

. 2”7 pe HR 27 LR XY . e 2z 7 7 P 27 . M P
Itt minden 1-t61 és 11...1-tdl kiilonbdzd tényezd j6 osztd. Ezekbdl dsszesen 6 darab is van, tehdt
ennyi j6 osztét is taldltunk. (4)

5. Legkevesebb hanyféle szint egység éld kis kockdra van sziikségiink ahhoz, hogy 6ssze tudjunk
rakni bel6liik egy 4 x4 x4-es nagyobb kockat a kovetkezé megkotéssel: ha a két kis kocka lappal,
éllel, vagy csuccsal érintkezik, akkor azok kiillonb6z6 szintiek?

Osszesen 8-féle szin kell, és ennyi elég is. Béarmely 2x2x2-es részkocka minden kis kockaja
szomszédos ugyanis az Osszes tobbivel lapon, élben, vagy csicsban, és igy egy ilyen rész jo
kiszinezéséhez csupa kiillonboz6 szin kell, azaz 8-féle szin. Ennyi pedig elég is a nagy kockdhoz
i1s, mert vehetjiilk egy 2x2x2-es kocka ilyen jo kiszinezését, és ennek 8 darab eltoltjdbol
kirakhatunk egy 4 x4 x4-es kockat. Ez jo lesz, hiszen minden kis kockéra a vele azonos szinfiek
a tobbi 2x2x2-es blokkban ugyanolyan poziciéban dllnak, vagyis minden irdnyban O vagy 2 kis
kockdnyira vannak, tehit nem lehetnek szomszédosak vele. gy valéban pontosan 8 szinre van

sziikség. O

- J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Két pozitiv egész szam Osszege 210. Lehet-e, hogy a két szam szorzata oszthat6 210-zel?

Legyen a két szdm a és b. Ekkor a+ b = 210 miatt b = 210 — a, vagyis ab = a(210 — a).

A 210 primtényez0s felbontdsa 210 =2-3-5-7, vagyis a 210 négy kiilonbozd primszam szorzata.
Ha ab = a(210 — a) oszthat6 ezek egyikével — amit jelljon p —, akkor a vagy 210 — a oszthatd
vele, hiszen p prim. De p osztja 210-et is, igy ha az egyik tényezOt osztja, akkor a masikat is.
Tehat ekkor p osztja a-t. De ha a 210 osztja ab-t, akkor a négy primtényezd mindegyike is, azaz
ezek mind osztjak a-t is. De igy 210 osztja a-t, vagyis a > 210. Tehat b =210 —a < 0, ez azonban
lehetetlen, mert b pozitiv.

Igy nincsenek j6 a és b szamok. o

2. Fel lehet-e darabolni egy konvex 17-szoget 14 haromszogre?

Nem lehet feldarabolni. Ha ugyanis felbontjuk a 17-szoget hdaromszogekre, akkor a 17-szog
csucspontjai sziikségszerlien bizonyos haromszogek csucspontjai is lesznek. Az egy ilyen
csucsban taldlkozé haromszogek ottani szogeinek Osszege épp a 17-sz0g adott csucsbeli szogét
adja ki. Igy a haromszogek szogeinek Gsszege legaldbb a 17-sz6g szogeinek osszege kell legyen,
hiszen minden haromszognek egy szogét csak egy csucsndl szdmolhattuk.

De a haromszog szogeinek Osszege 180°, igy 14 haromszogé 14 - 180°. Ezzel szemben a 17-
sz0g szogeinek Osszege 15 - 180°, hiszen ha az egy csucsabdl induld 14 atléjaval 15 haromszogre
bontjuk, akkor ezek belsd szogeinek 0sszege pontosan a 17-sz0g belsd szogeinek 6sszegét adja ki.

Tehat a 17-sz0g szogdsszege nagyobb 14 hdromszog szogeinek 6sszegénél, igy a kordbbiak szerint
egy ilyen haromszogekre vald felbontdsban nem lehet pontosan 14 haromszog. o

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 98

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Megoldasok

XXXIX. verseny 2009-10.

3. Az abcabc alaku (a,b,c szamjegyek) tizes szamrendszerbeli szamok kozott van-e négyzetszam?

Az abcabc szamot ugy irhatjuk {ol, hogy
1000 - abc +abc = 1001 -abc = 7-11-13 - abc.

Ha ez négyzetszam lenne, akkor a 7,11 €s 13 primekkel oszthat6 lenne, de akkor ezek négyzeteivel
is, igy abc is oszthat6 lenne 7-11- 13 = 1001-gyel. Ez azonban nem lehet, mert 0 < abc < 1000.

Tehat nincsen abcabc alaki négyzetszam. o

4. Egy asztalon van 5 erszény, mindegyikben valamennyi pénz. Az els6bdl kivessziik a benne 1év6
pénz 6todét, és a masodikba tessziik. Ezutdn a méasodikbdl vessziik ki a benne 1év6 pénz 6t6d-
részét, €s a harmadikba tessziik, €s igy tovabb. Utoljara az 6todik erszényben 1év6 pénz 6todét
vettiik ki, és az els erszénybe tettiik. Igy végiil mindegyik erszényben 1600 Ft lesz. Mennyi pénz
volt eredetileg az erszényekben?

Gondolkodjunk visszafelé! Az 5. erszénybdl az utolsé 1épésben a pénz 6todét vettiik el, és 1600
Ft maradt, igy el6tte 1600 - % = 2000 Ft-nak kellett ott lennie, az elsGben pedig most adtunk hozza
400-at, és igy lett 1600 Ft, vagyis 1200 Ft volt ott.

Még egyet visszalépve, a 4. 1épésben a 4. erszénybdl a pénz 6todét tettiik at az 6todikbe, €s igy a
negyedikben 1600 Ft maradt, vagyis ott 2000-nek kellett lennie. Az atrakott 400 Ft a 4. erszénybe
kertilt, ahol igy 2000 Ft lett, vagyis ott el6zdleg 1600 Ft volt.

7

A 3. 1épésben a 3. erszénybdl raktunk at a negyedikbe, és az el6z6hoz hasonléan 400 Ft-ot kellett
atrakni, a 3. és 4. erszényben pedig el6zbleg 2000, illetve 1600 Ft volt.

Ugyanigy a 2. 1épés el6tt a 2. erszényben 2000 Ft, a harmadikban 1600 Ft volt.

Az 1.1€pés utdnra tehat az erszényekben rendre 1200,2000, 1600, 1600 és 1600 Ft volt. Az els6bdl
a pénz 0todét tettiik at a masodikba, igy az elsében eredetileg 1200 - % = 1500 Ft volt, és 300 Ft
keriilt 4t a 2. erszénybe, ahol igy 1700 Ft kellett, hogy legyen.

Tehat az erszényekben eredetileg rendre 1500, 1700, 1600, 1600 és 1600 Ft volt. o

- J

1. Mutassuk meg, hogy az

IR ! + ! + : AFooodr ! + !
2 3 4 799 100
Osszeadas elvégzése utan kapott tort szamlaléja oszthatd 101-gyel.

Csoportositsuk az 0sszeg tagjait kettesével a kovetkezd modon:

1_'_1 +1+1++1+1 _101+101++101
100 299 50 51) 100 2-99 " 50-51
A 101 prim, és nem szerepel az 6sszeg legkisebb kdzos nevezdjében primtényezdként, hiszen csak
ndla kisebb szdmok szerepelnek szorzétényezdként. Ezért k6zos nevezdre hozds és egyszeriisités
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utdn a szdmlalo tovdbbra is oszthato lesz 101-gyel, hiszen az 6sszeg minden tagja oszthaté 101-
gyel a szamlaléban. o

2. Igazoljuk, hogy 10 barmely egész kitevoji hatvanya felirhat6 két négyzetszam Osszegeként.

A 10 és a 100 felirhat6, hiszen 10 = 1% 432, 100 = 6> + 8%. A 100 négyzetszam, ezért 100-zal
megszorozva két négyzetszdm Osszegét, szintén két négyzetszam Osszegét kapjuk. Példaul
1000 = (10-1)? 4 (10-3)2. Hasonléan felirhaté az 6sszes hatvény.

1071 = (107 1)+ (10" -3)% = 10> - (12 4-32);
102" = (10"71-6)2 4 (10"~ - 8)2 = 10%"72 (6% + 82) (4]
3. Egy foly6 partjan az A és B véaros 20 km-re van egymdstdl. Egy csénak A-bdl B-be és vissza

10 ora alatt tette meg az utat. Felfelé 2 km-t tett meg ugyanannyi id6 alatt, mint lefelé 3 km-t.
Mekkora a foly6 sebessége?

Jelolje x a folyd, y a csonak sebességét km/h-ban. Ekkor felfelé szox Ora megtenni az utat, lefelé

20 Tehat
W 20 20
10 = + —
y—x Yy-+x
Felfelé 2 km-t y%x Ora alatt tesz meg, tehét
23
y—x B y+x

Inneny —x = %(y +x). Az els6 egyenletbe behelyettesitve :
20 30 50

10 = + =
ytx yt+x y+x
y+x=35
10
—_— X = —
Y 3
Innen y = %,x = %. Tehat a foly6 sebessége % km/h. o

4. Egy derékszogii haromszdgrdl tudjuk, hogy az egyik befogdéra mint atmérdre rajzolt kor az atfogot
1 : 3 ardnyban osztja fel. Mekkorédk a hdromszog hegyesszogei?

D jelolje az atfogd €s a koriv A-t6] kiilonb6z6 metszés-

pontjat. Thalész tétele miatt CDA<t = 90°, azaz CD az ¢ X
atfogéhoz tartoz6 magassig, hosszat jeldlje m. BD hossza D
legyen x, ekkor DA = 3x. A BDC és CDA haromszogek
hasonldak, mert szogeik egyenléek. Tehat a megfeleld ol- 3x
dalak ardnya megegyezik, azaz mn
X _m
m_ 3x B A

Innen m = /3x. (Ezt mondja ki 4ltaldnos formaban a magassagtétel.) Az ACD derékszog(i harom-

sz8g két befog6janak ardnya —=, tehat CAD<t = 30°.

3 b
A hiaromszog hegyesszogei tehat 60°, illetve 30°. o
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5. Egy négyzetracsos lapon megrajzolunk » olyan téglalapot (n > 1 egész), amelynek oldalai a racs-
vonalakkal parhuzamosak. Legfeljebb hany részre osztjak ezek a téglalapok a sikot?

Egy téglalap két részre osztja a sikot, kettd legfeljebb hat részre.

Egy téglalap egy masik téglalap oldalait legfeljebb 4 pontban metszheti, ha nincs k6zos oldaluk.
Az n. téglalap keriiletén igy legfeljebb 4(n — 1) db osztépont keletkezhet. Az osztépontok 4(n— 1)
részre bontjdk a keriiletét. A keriilet minden darabja kettéoszt egy kordbban 0sszefiiggd sikrészt,
azaz 4(n — 1)-gyel n6 a részek szdma. Egy sikrészt csak egy keriiletdarab tud kettéosztani, ezért
kevesebb metszéspont, vagy oldalak egybeesése esetén a részek szama csak kevesebb lehet.

Az elsd téglalap két részre osztja a sikot, ezutdn minden tovéabbira alkalmazhatjuk a fenti gondo-
latmenetet. Tehat n téglalap legfeljebb

(n—1)n

244(1424...+n—1)=2+4- =2n® —2n+2

részre oszthatja a sikot. o

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor az

n+1,2n+1,3n+1,4n+1,...

sorozatban mindig van négyzetszam, és mindig van kobszam is.

A sorozat n+ 2. tagja mindig négyzetszam, n” 4 3n + 3. tagja mindig kobszam.
(n+2)n+1=n*+2n+1= (n+1)>
(M +3n+3)n+1=n>+3n>+3n+1=(n+1)> (4)

2. A-bdl B-be indult egy gyalogos, vele egy idében B-b6l A-ba ugyanazon az tton elindult egy
kerékpdros. Egy 6ra miilva a gyalogos pontosan a féliiton volt A és a kerékpéros kozott. Ujabb 15
perc mulva a gyalogos és a kerékparos taldlkozott, majd a gyalogos folytatta ttjat B-be. Mennyi
ideig tartott a gyalogos ttja A-bol B-be?
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Készitsiink abrat!
1 6ra 1 6ra
> 4
A B
X X y
Jelolje x a gyalogos 4altal egy Ora alatt megtett tdvolsdgot, y a biciklis 4ltal megtettet. Ekkor A és B
tdvolsaga 2x +y.
15 perc az }l Ora, ez alatt a gyalogos %x, a biciklis }ly tdvolsagot tesz meg. Taldlkoznak, tehat
negyed Ora alatt ketten egyiitt éppen a koztiik 1€vS x tdvolsagot tették meg. Tehat
x=(x+y)
3x=y
Tehdt A és B tdvolsdga 5x, ezt a gyalogos 5 Ora alatt tette meg. o
3. Az ABCD négyzet belsejében adjuk meg azokat a P pontokat, amelyekre
AP+CP =BP+DP
teljestil.
Ha P valamelyik kézépvonalon helyezkedik el, akkor j6.
Ugyanis ha a P pont a DC oldal felez6mer6legesén van, a DPC és ABP haromszogek egyenldsza-
rdak, ezért teljesiil az egyenlGség.
Ha a P a BC oldal felezbmerdlegesén van, a BPC és APD haromszogek egyenldszartiak, ezért
teljesiil az egyenlGség.
Be kell még l4tni, hogy mas pont nem lehet jo.
Legyen P tavolsaga a kozépvonalaktdl x €s vy, feltessziik, hogy x #£ 0 # y.
D C D C
P
P Ny
A B A X B
Szimmetria okok miatt elég megvizsgdlni a négyzet egy negyedét. Tegyiik fel, hogy AP+ CP =
BP + DP, ekkor a Pitagorasz-tétel alapjan
1 2 + 1 2 + 1 + 2 + ! + 2
2 27 2 2"
= ! 2 + 1 + 2 + 1 + 2 + 1 2
AV 2 Y 2 2
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Kétszer egymads utdn négyzetre emelve, rendezve és leosztva 4-gyel, kapjuk, hogy
1 2 1 2 1 2 1 2

(G [ (o

1\ /1 \? 1 \? /1 \?

[ ey )]

Kivonva a mindkét oldalon szerepld tagokat:
—2xy = 2xy

Ez azonban nem teljesiilhet, mert feltettiik, hogy x # 0 # y.
Tehat pontosan a kozépvonalak pontjaira igaz az egyenl&ség. o

4. Igazoljuk, hogy barhogyan is adunk meg 51 darab, 100-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamot,
mindig ki lehet vdlasztani koziilikk kett6t igy, hogy a kivdlasztottak hdnyadosa 2-nek pozitiv
egész hatvanya.

Minden pozitiv egész n = s - 2¥ alakba irhat6, ahol k nemnegativ egész, s pedig egyértelmiien
meghatdrozott paratlan szdm. 1 és 100 kozott 50 darab pdratlan szdm van. 51 szdm esetén a
skatulya-elv alapjan lesz 2, amelynek felbontdsdban ugyanaz a pdratlan szdm szerepel. Ezek
hanyadosa 2-nek pozitiv egész hatvanya lesz, mert a két szam nem lehet egyenld.

- J
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FELADATOK

/—m Megyei fordulo

1. Négy szdm Osszege 109. Ha a mdsodik szamot felére csokkentjiik, a harmadikb6l 10-et elvesziink,
a negyediket 6-tal noveljiik, akkor az els6 szammal egyenl6 szdmokat kapunk. Melyik ez a négy
szam?

2. Négy kiilonboz0 szinii szabalyos dobdkockdnk van. Hanyféleképpen lehet ezekkel 0sszesen 20-at

dobni? o

3. Egy raktarban van 21 azonos méretii hord6. Ezek koziil 7 tele van, 7 félig van egy vegyszerrel,
7 pedig tires. Az 6sszes hordét el kell szallitani 3 teherautoval. Atonteni a vegyszert nem lehet.
Hogyan kell rakodni, hogy mindhdrom teherautéra azonos tomeg(i rakomény keriiljon? o

4. Az 1,2,3,4,6 és 12 szamok kozé tegyiink + vagy — jeleket ugy, hogy az 0sszeg 0 legyen. o

- J

/—m Megyei fordulo

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek tizes szamrendszerbeli alakjdban a szdmje-
gyek Osszege 20117 °

2. Adott az ABC szabdlyos haromszog. Ebbe beleirunk egy POR szabalyos haromszoget (P az AB, Q
a BC, R a CA oldalon van) tgy, hogy PQ merdleges AB-re, RQ merdleges BC-re és PR merdleges
AC-re. Milyen aranyban osztjak a P, O, R pontok a megfeleld oldalakat? °

3. Van 72 darab egyforma (egybevago) kis kockdnk. Ezekbdl téglatestet kell épiteni tigy, hogy mindet
felhaszndljuk. Hanyféle kiillonboz téglatest épithetd a 72 kis kockabol?

4. Az 1, %, %, ‘—1“ é, 11—2 szamok kozé tegylink + vagy — jeleket tigy, hogy a kapott dsszeg 0 legyen. o

- J
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M Megyei fordulo

1. Egy tizes szdmrendszerben felirt hdromjegy(i szam elé irunk egy szamjegyet, igy az eredeti szam
9-szeresét kapjuk. Melyik lehetett a kapott négyjegyli szdm? °

2. Adott egy ABCD konvex négyszog. A P, a Q, az R és az S pontok legyenek sorra az AB, BC, CD,
DA oldalak felezGpontjai. Hanyadrésze a PORS négyszog teriilete az ABCD négyszog teriiletének?

o

3. Szémitsuk ki a kdvetkezd szorzat értékét, ha n > 0 egész szdm:

(1+%) <1+ﬁ) (1+%>(1+m) ()

4. Az ABC haromszogben BAC<t = 40°. A haromszog belsejében felvesziink egy P pontot Ggy, hogy
a BPC< = 110°. A BP szakasz felezOmer6legese Q-ban metszi AB-t, a PC szakasz felezGmerdle-
gese R-ben metszi AC-t. Igazoljuk, hogy Q, P és R egy egyenesre illeszkedik. Q

5. Adjunk meg a tizes szamrendszerben olyan tizjegy(l szamot, amelynek els6 jegye a szamban a
0-s szamjegyek szamat, masodik jegye az 1-es szdmjegyek szamdt és igy tovabb, tizedik jegye a
szdmban a 9-es szamjegyek szamat jeloli.

- J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Melyek azok az n > 0 egész szamok, amelyekre n* + n® 4 1 primszdm? o

2. Az A és B varos tavolsaga koziton 540 km. A-bdl reggel 8 érakor indul egy autd B-be, B-bdl 10
orakor indul ugyanezen a napon, ugyanezen az tton egy masik auté A-ba. A kés6bb indulé autd
sebessége 20 km/6raval nagyobb az el6bb indul6éndl. 13 érakor taldlkoznak. Szamitsuk ki az
autok sebességét, €s azt, hogy mekkora utat tettek meg a taldlkozasig. o

3. Az ABCD paralelogramma AB, illetve BC oldaléra kifelé megszerkesztjiikk az ABP, illetve BCQ
szabdlyos haromszogeket. Igazoljuk, hogy PQOD is szabalyos haromszog. °

4. Igazoljuk, hogy tetsz6leges n > 0 egész szadmhoz van olyan tizes szamrendszerbeli 11...10...0
alakd szam, amely oszthat6 n-nel. o

5. Legyen k > 0 egész szam. Igazoljuk, hogy a
kk+1,k+2,...,2k

szamok kozott van négyzetszam. Q
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amely 2-vel, 3-mal, 5-tel és 67-tel osztva mindig 1
maradékot ad? ()

2. Egy dobozban piros és kék golydk vannak. Ahhoz, hogy a taldlomra kihuzott golydk kozott biz-
tosan legyen piros, legkevesebb 5 goly6t kell kihtizni. Ahhoz, hogy a biztosan legyen koztiik kék,
legkevesebb 6 golydt kell kivenni. Hany piros €s hany kék goly6 van a dobozban?

3. Van 12 db szamkartydnk, 4 db 5-0s, 4 db 3-as, 4 db 2-es. Allits ezekbdl 6ssze 4 kiilonbozs
haromjegyl szamot ugy, hogy ezek 0sszege a lehet6 legnagyobb legyen. °

4. Egy téglalapot az dbran ldthaté médon osztottunk fel kiilonb6z6 méretl négyzetekre. (3-3 egybe-
vago, egyforma ezek koziil.) A kozépsé méretli négyzet oldalhossza 4 egység. Hatarozzuk meg a
téglalap oldalainak hosszat.

©
- J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Egy turista minden nap elkoltotte még meglévs pénze felét, és még 500 Ft-ot. gy a pénze a
negyedik napon elfogyott. Mennyi pénze volt, amikor megérkezett?

2. Az 4bran lathat6 négyzetben a fehér €s a satirozott sdvok szélessége azonos. A négyzet teriiletének
hanyadrésze fehér?

72
777
y
277
777

3. Hatarozzuk meg az
X=1-2-3-4-...-2009+ 2011

szamnak a 2010-zel val6 osztasi maradékat. °

4. Az 1-nél nem kisebb és 1000-nél nem nagyobb egész szamok kozott hany olyan van, amely paros,
de a tizes szdmrendszerben felirt alakjaban a szdmjegyek Osszege paratlan?

- J
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6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy haromjegyt, tizes szdmrendszerben felirt szim
a szdmjegyei Osszegének 15-szorose. Melyik ez a

szam? o

2. Egyszertsitsiik a kovetkez6 torteket:

12 1212 121212 o
3973939393939

3. Hény olyan négyjegyli szdm van a tizes szamrend- A

szerben, amely legfeljebb 2 kiillonbozd szdmjegyet

tartalmaz? o B

4. Az abran egy céltdbla lathat. Célba 1ovéskor a
pontszdmok forditottan ardnyosak az eltaldlt tdbla- C
rész teriiletével. Tudjuk, hogy a B rész 6 pontot ér.
Mennyit ér az A, a C és a D teriiletrész? o D

- J

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Egy haromjegyii és egy kétjegyl tizes szdmrendszerben felirt szdm Osszege 168. Ha mindkét
szamban megforditjuk a szamjegyek sorrendjét, akkor az igy kapott szamok Osszege 375. Melyik
ez a két szam?

2. Egy csaladban az apa €letkora 5 évvel kevesebb, mint az anya €s a fit életkordnak Osszege. Hét év
mulva, amikor az anya hdromszor olyan id3s lesz, mint a fid, harmuk életkordnak 6sszege 108 év
lesz. Hany évesek most a csaladtagok?

3. Egy dobozban 500-nél kevesebb goly6 van. Ha a golydkat négyesével, 6tosével vagy hetesével
csoportositjuk, mindig 3 goly6 marad ki. Ha kilencesével csoportositjuk a golydkat, akkor nem
marad ki egy sem. Hany goly6 van a dobozban? Q

4. Rajzolj olyan konvex négyszdget, amelynek nincsenek parhuzamos oldalai, és fel lehet bontani
négy egybevago (egyforma) hdromszogre. °

- J
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7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Tudjuk, hogy p,p+4, p+ 14 primszdmok. Mi lehet p értéke? o

2. Igazoljuk, hogy a
713 — 137 4+2010"!

713 +1374201110

tort egyszerisithetd. o

s

3. Az A véarosboél a B véarosba vezetd ut emelked6kbdl €s lejtokbdl dll. Egy kerékparos A-bol B-be 3
ora alatt ért, visszafele ugyanezen az uton B-b6l A-ba 20 perccel tovabb tartott az utja. Emelked6n
20 km/6ra, lejtén 30 km/dra volt a sebessége. Hany kilométer az A és B varos kozotti tdvolsig?

(5

4. Adott az ABC hegyesszogli haromszog. Az A pontban merdlegest allitunk AC-re, és erre ramérjiik
az AC = AP szakaszt. Ugyancsak merdlegest dllitunk az A-ban AB-re, erre ramérjiik az AB = AQ
szakaszt (a P és B az AC egyenes, a C és Q az AB egyenes kiillonboz0 oldaldn vannak). Igazoljuk,
hogy PB = QC, és PB mer0leges QC-re.

5. A kovetkezd végtelen szamharomszogben a pozitiv egész szamok taldlhatok.

(a) Melyik szam &ll a 2011. sor végén?
(b) Hanyadik sor hdnyadik helyén 41l a 2011?

©
- J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Melyik az a tizes szamrendszerbeli haromjegy( szam, amelynek 7-szerese egy pozitiv egész szdm
harmadik hatvanya (kobe)?

2. Jelolje H az elsd 111 pozitiv egész szdmot tartalmazé halmazt. Egy 1épésben a H két elemét
elhagyjuk, és helyettiik beirjuk H-ba a két elem kiillonbségét (a nagyobbdl vonjuk ki mindig a
kisebbet, ha egyenldk, akkor természetesen O-t irunk be). A 110. 1€pés utdn megmarado egyetlen
H-beli elem péros vagy paratlan?

3. Igazoljuk, hogy ha egy derékszogili haromszog egyik szoge 15°, akkor az atfogéhoz tartozé ma-
gassig negyede az atfogonak. o

4. Valaki leirt 503 egymast kovetd pozitiv egész szdmot a tizes szamrendszerben, igy dsszesen 2011
szamjegyet irt le. Melyik volt az els6 €s melyik az utolsé leirt szam?

- J
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Adjunk meg olyan p primszdmot, hogy p*> — 6 és p?> 4 6 is primszam legyen. o

2. Igazoljuk, hogy a derékszogli haromszogben a két befogd hosszanak Osszege a haromszogbe és a
haromszog koré irt kor atmérdjének dsszegével egyenld. o

s

3. Az A-b6l B-be vezet6 ut 11,5 km hosszu. El6szor emelkeddn vezet, ezutin vizszintes szakasz jon,
majd lejté kovetkezik. A-bol B-be egy gyalogos 2 éra 54 perc alatt tette meg az utat, visszafelé
B-bdl A-ba ugyanez az ut 3 ora 6 percig tartott. Emelkeddn 3 km/6ra, vizszintes terepen 4 km/0ra,
lejtén 5 km/6ra sebességgel ment. Milyen hosszi volt a vizszintes rész az A-bol B-be vezetd titon?

©

4. Egy haromszog oldalainak hossza 5,12, 13 egység. Hany olyan pont van a haromszog belsejében,
amelynek az oldalakt6]l mért tdvolsaga egész szam?

5. A0,1,2,3,...,8,9 szamjegyekbdl allitsunk Ossze 5 db kétjegyii tizes szamrendszerbeli szamot
ugy, hogy az 5 szdm szorzata a lehetd legnagyobb legyen. °

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy ha p primszam, és 5p? — 2 is primszam, akkor 5p? — 4 és Sp? +2 is primszamok!

©

2. Az ABCD trapéz két parhuzamos oldala AB és CD. Igazoljuk, hogy
AC? +BD? = AD* + BC?>+2-AB-CD. (9]

3. Egy kor keriiletére felirtak 13 pozitiv egész szdmot. Tudjuk, hogy barmely 4 szomszédos szdm
Osszege legfeljebb 21, és barmely 5 szomszédos szam Osszege legaldbb 26. Szamitsuk ki a 13
szam Osszegét! °

4. A kovetkezd végtelen szamhdromszogben a pdratlan pozitiv egész szamok taldlhatok.

(a) Melyik szam all az n. sor végén?
(b) Mennyi az n. sorban all6 szdmok 0sszege?

(c) Mennyi az els6 n sorban all6 szamok Osszege?

1

13 15 17 19
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MEGOLDASOK

/—m Megyei fordulo

1. Négy szdm 0sszege 109. Ha a masodik szamot felére csokkentjiik, a harmadikbdl 10-et elvesziink,
a negyediket 6-tal noveljiik, akkor az elsé szammal egyenld szdmokat kapunk. Melyik ez a négy
szam?

A feladat szovege szerinta+b+c+d =109 és a = g =c—10=d+6. Azazb =2a,c=a+ 10,
d = a— 6. Ezeket az els6 egyenletbe irvaa+b+c+d = a+2a+ (a+10) 4 (a—6) = 109, innen
a =21 adddik. A négy szam tehat 21,42,31,15.

2. Négy kiilonboz6 szinl szabalyos dobdkockank van. Hanyféleképpen lehet ezekkel 6sszesen 20-at
dobni?

35-féleképpen. Ha nem dobunk 6-ost, akkor minden kockaval 5-6st kell dobnunk, ez 1 eset. Ha
egy 6-ost dobunk, akkor a maradék harom kockan 5,5,4 kell, hogy legyen. Ez 12 eset, mert a
6-o0s kocka szine négyféle lehet, és ha ezt rogzitjiik, akkor a 4-es kocka szine 3-féle lehet. Ha két
6-ost dobunk, akkor a maradék két kocka vagy 5,3 (ez 12 eset mint az el6bb) vagy 4,4 lehet(ez 6
eset, mert a négy szinbdl kett6t hatféleképpen lehet kivalasztani). Ha harom 6-ost dobunk, akkor
az utols6 kockdn 2 kell, hogy legyen. Ez 4 eset, hiszen a 2-es kocka szine négyféle lehet. Ha négy
6-ost dobnank az 6sszeg mar tul sok lenne.

3. Egy raktarban van 21 azonos méretl hordd. Ezek koziil 7 tele van, 7 félig van egy vegyszerrel,
7 pedig iires. Az dsszes hordét el kell szallitani 3 teherautéval. Atonteni a vegyszert nem lehet.
Hogyan kell rakodni, hogy mindhdrom teherautéra azonos tomegti rakomény keriiljon?

Mivel a horddk sulyat nem ismerjiik, minden teherautéra hét hordét tovabbd harom és fél hordonyi
vegyszert kell tenni (hiszen 6sszesen 7+ 7 - % = 10,5 hordényi vegyszer van, igy egy autéra a
harmada, azaz 3,5 hordonyi kell, hogy keriiljon). Azaz, minden teherautéra kell egy félig tele
hord6t tenni. A maradék 4 félig tele hordéndl valaszthatunk. Vagy egy teherautéra keriil mind,
vagy két teherautora is keriil két félig tele hordé. Innét a maradék hordok felrakdsa egyértelm, és
a kovetkez6 két megoldas adodik:

elsé auto: D, masodik: DDD, harmadik: DDD,
elsd auto: DD, masodik: DD, harmadik: DDD

Megjegyzés. A versenyen elég volt egy megoldds megtaldldsa. o

4. Az 1,2,3,4,6¢és 12 szamok kozé tegyilink + vagy — jeleket tigy, hogy az 0sszeg 0 legyen.

A 12 és a 3 nem lehet azonos elgjelti, mert 12+3 > 142 +4 + 6. Hasonl6an a 12 és a 3,4,6 is
kiilonboz6 elbjeld. EbbSl némi probédlkozassal adodik, hogy:
1-243+4+6-12=0. (4)

- J
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/—m Megyei fordulo

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek tizes szdmrendszerbeli alakjidban a szamje-
gyek Osszege 20117

Ha két szam koziil az egyiknek kevesebb szamjegye van, akkor biztosan kisebb, mint a masik.
Ebbdl kovetkezben elsGsorban az a célunk, hogy a szdmnak minél kevesebb jegye legyen. A
szam legalabb 224-jegy(, ugyanis 223 -9 = 2007 < 2011, igy ha minden jegye 9-es lenne, akkor
sem lehetne a jegyek 0sszege 2011. Ha méar tudjuk, hogy hany jegyl a szdm, akkor anndl kisebb
lesz, minél kisebb az elsé szamjegye. Az elsé szamjegy legaldbb 4, hiszen az el6bb lattuk, hogy
223 darab 9-es szdmjegy a jegyOsszegben 2007-et ad, vagyis a maradék jegynek legaldbb 4-nek
kell lennie. Az els6 szamjegy minden esetben nagyobb lenne ennél, ha a szdm 224-jegyfi, ezért a
legkisebb lehetséges szdm a

4999...9999. (4)
S—_——
223 darab

2. Adottaz ABC szabalyos haromszog. Ebbe beleirunk egy POR szabélyos hdromszoget (P azAB, Q
a BC, R a CA oldalon van) tigy, hogy PQ merdleges AB-re, RO merdleges BC-re és PR merdleges
AC-re. Milyen ardnyban osztjdk a P, Q, R pontok a megfeleld oldalakat?

Mivel PQ | AB, és a B-nél 1évé szog 60°, ezért a POBA
egy szabdlyos haromszog fele, mégpedig gy, hogy

C
OB=2-PB
Hasonl6an kapjuk

RC=2-QC
PA=2-RA

Ezekbdl egyiittesen pedig kovetkezik, hogy a P, Q.R
A P B pontok 1 : 2 ardnyban osztjak a megfelel6 oldalakat.

3. Van 72 darab egyforma (egybevigo) kis kockdnk. Ezekbdl téglatestet kell épiteni ugy, hogy
mindet felhaszndljuk. Hanyféle kiilonboz6 téglatest épithet6 a 72 kis kockabol?

Ha a téglatest oldalai a, b €s c, akkor nyilvan abc = 72. Ezen kiviil még azt is tudjuk, hogy a,b és
c egész szamok. Szisztematikusan soroljuk fel a lehetGségeket az oldalak novekvd sorrendjében.
(Ha ugyanaz a szdmharmas szerepel mds sorrendben, akkor az ugyanazt a téglatestet jelenti,
vagyis az nem Uj megoldds.) A lehetdségek:

1-1-7212-2-18 | 3-3-8
1 36 12-3-12 | 3-4-6
1-3-2412-4-9
1-4-1812-6-6
1-6-12
1-8-9
Osszesen tehdt 12 kiilonbozd téglatest készithetd. o
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Egy masik megoldési lehetdség, hogy k6z0s nevezdre hozunk (ami 12), és akkor az 1, 2, 3, 4, 6,
12 szamokat, vagyis a kapott szamlaldkat kell két csoportra osztanunk gy, hogy a két csoportban
a szamok Osszege megegyezzen. A szamok Osszege 28, vagyis két 14-es csoportra kell bontani,
igy a2 és a 12 keriil egy csoportba, ami épp a fenti eredményt vagy annak ellentettjét adja. o

- J

/—m Megyei fordulo

1. Egy tizes szdmrendszerben felirt hdromjegyli szam elé irunk egy szdmjegyet, igy az eredeti szam
O-szeresét kapjuk. Melyik lehetett a kapott négyjegyli szdm?

Legyen a hdromjegy( szdm A, a szamjegy, amit elé irunk pedig n. Ekkor azt tudjuk, hogy

9A = 1000n+ A, azaz
8A = 1000n
A = 125n.

Tehat A tobbszorose 125-nek és hdromjegyt, igy lehetséges értékei: 125, 250, 375, 500, 625, 750,
875. Ezek mind adnak is j6 megolddst, amik rendre: 1125, 2250, 3375, 4500, 5625, 6750, 7875.

2. Adott egy ABCD konvex négyszog. A P, a Q, az R és az S pontok legyenek sorra az AB, BC, CD,
DA oldalak felez6pontjai. Hanyadrésze a PORS négyszog teriilete az ABCD négyszog teriileté-
nek?

Az ABC/\-ben a PQ szakasz kozépvonal, ami azt je-
lenti, hogy PQ || AB és PQ hossza fele AB hosszdnak.
Ez azt is jelenti, hogy az ABC/A\-ben az AB-hez tarto-
z6 magassag hossza kétszerese a POB/\-ben a PQ-hoz
tartoz6 magassagnak, igy az ABCA teriilete 4-szerese
a POBA-nek. Hasonldéan adédik, hogy az ACDA\ te-
rillete négyszerese az SRD/A\-nek. Ebbdl egyiittesen
azt kapjuk, hogy a POBA és SRDA teriilete egyiitte-
sen negyede az ABCD négyszog teriiletének.

Ugyanezt a gondolatmenetet kovetve arra juthatunk, hogy az ASPA és RQC/A egyiittes teriilete
negyede az ABCD négyszog teriiletének. Igy a 4 hiromszog egyiittes teriilete fele a négyszog
teriiletének, vagyis ami megmarad, az is fele. De a hdromszogek elhagyasa utan éppen a PORS
négyszog marad, amire igy azt kaptuk, hogy fele az ABCD négyszog teriiletének.
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3. Szémitsuk ki a kdvetkezd szorzat értékét, ha n > 0 egész szam:

(1+%) (1+ﬁ> (1+%)<1+ﬁ)

Ha a szorzat egy altaldnos tényezGjét tekintjiik, és kozods nevezdre hozzuk, akkor a kovetkezot

kapjuk:
L k241 K +2k+1  (k+1)?
k(k+2) - k(k+2) - k(k+2) - k(k+2)'
Ezt az észrevételt felhasznalva a keresett szorzat az alabbi mddon irhato fel:
22 32 42 (n+1)>2

1-3 24 3.5 7 nn+2)

Ha ezt megvizsgéljuk, akkor lathat6, hogy a szamldléban minden négyzetszam 32-t3l n’-ig kiesik,
hiszen a két szomszédos nevezd tartalmazza a megfelel tényezét. A 2% és (n+ 1)? esetén csak
egy szomszéd van, igy egyszer(sités utdn ezekbdl megmarad egy-egy tényezd, vagyis a szamlalo
2(n+1) lesz. Igy viszont a nevezdben is szinte minden elttinik, kivéve a két széls6 tényezét. A
bal sz€Is6 1, ami nem szadmit ebben az esetben, a jobb szélsd pedig n+ 2. Vagyis a tort értéke
egyszerlbb alakban:

2(n+1)
n+2 ° o

4. Az ABC haromszogben BAC< = 40°. A haromszog belsejében felvesziink egy P pontot tigy, hogy
a BPC<t = 110°. A BP szakasz felezomerSlegese Q-ban metszi AB-t, a PC szakasz felez6mer6-
legese R-ben metszi AC-t. Igazoljuk, hogy O, P és R egy egyenesre illeszkedik.

A Mivel a Q pont rajta van a BP szakaszfelezd mer6legesén, ezért a
BPQA egyenl6szard. Ugyanez elmondhaté a CPRA-re is. Legyen a
BQPA két alapon fekvs, egyenld szoge o, illetve a PRC A két alapon
fekvo, egyenld szoge B. (Az dbran ezeket a szogeket kékkel, illetve
pirossal jeloltiik.) Ekkor az AQR< = 2, hiszen a BPQA kiilsd szo-
ge. Ugyanigy ARP<t = 23. Ekkor viszont tekintve az AQR/\-et, azt
kapjuk, hogy
200+2 +40° = 180°.

Amibdl azt kapjuk, hogy a+p =70°.

Ekkor viszont, felhaszndlva, hogy BPC<t = 110° kapjuk, hogy
BPQ<+110°+CPR<= o+ 110°+ B = 180°,

vagyis a Q, P és R pontok egy egyenesre esnek. o

5. Adjunk meg a tizes szdmrendszerben olyan tizjegy(i szdmot, amelynek els6 jegye a szdmban a
0-s szdmjegyek szamét, masodik jegye az 1-es szdmjegyek szdmat és igy tovébb, tizedik jegye a
szamban a 9-es szamjegyek szamat jeloli.

Moddszeres probalgatdst kovetden az aldbbi eredményre juthatunk: 6210001000. o

- J
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8. osztaly Megyei fordulo

1. Melyek azok az n > 0 egész szamok, amelyekre n* +n” 4 1 primszam?

P +l=nt+2?+1-n? =+ 1) -’ =+ 1+n)(n*+1—-n)

Tehit a kifejezést sikeriilt szorzatta alakitani. Mindkét tényezd pozitiv, ezért ha n* +n? + 1 prim-
szam, akkor az egyik tényezd biztosan 1. Mivel n > 1, ezért n> + 1 +n > 3, tehét ez a tag nem
lehet egyenld 1-gyel. Ha n? +1 —n = 1, akkor n = 1, vagy 0. Utébbit a feladat feltételei kizarjak.
Ha n = 1, akkor n* +n? + 1 = 3 valéban primszam. Egyéb esetekben a fentiek alapjan n* +n% + 1
két 1-nél nagyobb szdm szorzatdra bomlik, ezért biztosan nem primszam. Tehat az 1 az egyetlen
pozitiv egész, amelyre n* +n? + 1 primszam.

2. Az A és B viros tavolsaga kozaton 540 km. A-bdl reggel 8 6rakor indul egy auté B-be, B-bdl 10
6rakor indul ugyanezen a napon, ugyanezen az tton egy masik auté A-ba. A késdbb indulé autéd
sebessége 20 km/éraval nagyobb az elébb indulééndl. 13 oérakor taldlkoznak. Szamitsuk ki az
autok sebességét, €s azt, hogy mekkora utat tettek meg a taldlkozdsig.

Az A-b6l indul6 autd sebességét jelolje v km/h-ban megadva. Ekkor a masik aut6 sebessége v+ 20
km/h. A taldlkozésig egyiitt 6sszesen 540 km-t tesznek meg, az elsd autd 5 6rdig, a masodik 3 6raig
megy. A megtett Ut a sebesség és az eltelt id§ szorzata, tehdt 540 km = 5h- v+ 3h- (v+20 km/h).
Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy v = 60 km/h. Tehat az els6 autd sebessége 60 km/h és
300 km-t tett meg a taldlkozasig, mig a masodik auté sebessége 80 km/h és 240 km-t tett meg a
talalkozasig. (4

3. Az ABCD paralelogramma AB, illetve BC oldalara kife- Q
1€ megszerkesztjiik az ABP, illetve BCQ szabalyos harom-
szogeket. Igazoljuk, hogy POD is szabdlyos haromszog.

Legyen BAD<t=BCD<=a.. Ekkor ABC<=180°—a. A

paralelogramma szemkozti oldalai egyenld hossziak és

a BCQ, illetve az ABP haromszogek szabdlyosak, ezért C
AD=CB=CQ=BQ és DC=AB=AP=PB. DAP<=a+60°, P
PBO< = 360°—(180°—a)—60°—60° = a+60°, és végiil
DCQ<=a+60°. Tehat az ADP, BQP, és CQD harom-
sz0gek egybevigodak, mert két-két oldaluk és a kozrezart
sz6g egyenld. Igy ezen haromszogek harmadik oldala is
egyenld hosszu, azaz DP=QP=QD, ami éppen azt jelenti, hogy a DPQ haromszog is szabalyos
haromszog.

o
A D

4. Igazoljuk, hogy tetszbleges n > 0 egész szamhoz van olyan tizes szamrendszerbeli 11...10...0
alakd szdm, amely oszthat6 n-nel.

Vizsgaljuk az 11...1 alakd szamok n-nel vald osztdsi maradékat. Képezziink sorozatot az

I,11,111,... szdmok osztdsi maradékaibol. A maradékok kisebbek n-nél, ezért skatulya-elv miatt

a sorozat elsd n 4+ 1 tagja kozott biztosan lesz két egyforma. Tehat 11...1 és 11...1 osztasi
S—— S——

rdb s db
maradéka megegyezik, igy kiilonbségiik oszthat6 n-nel. Két ilyen alaki szdm kiilonbsége éppen a

kivant alaku, ezzel igazoltuk az allitést.
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5. Legyen k > 0 egész szam. Igazoljuk, hogy a
kk+1,k+2,...,2k

szamok kozott van négyzetszam.

Ha egy szomszédos egész szamokbdl allé sorozat nem tartalmaz négyzetszamot, akkor a sorozat
tagjai biztosan két szomszédos négyzetszam kozé esnek. Tudjuk, hogy m? és (m+ 1)? kiilonbsége
2m+ 1. k < 4 esetén az 4llitds nyilvan igaz. Ha a sorozat nem tartalmaz négyzetszdmot,
valamely m pozitiv egész szamra 2m+ 1 > k+ 1 sziikséges, hogy teljesiiljon. Ekkor atrendezve és

négyzetre-emelve kapjuk, hogy
2

2
— >k
m>4>

teljesiil kK > 4 esetén. Tehat a kisebbik négyzetszamnak nagyobbnak kellene lennie k-nél, de igy
nem eshet a sorozat Osszes tagja e két négyzetszam kozé. Tehat nem fordulhat eld, hogy nem
tartalmaz négyzetszamot, azaz minden esetben tartalmaz négyzetszamot a sorozat.

- J

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amely 2-vel, 3-mal, 5-tel és 67-tel osztva mindig 1
maradékot ad?

Az 1 alegkisebb ilyen szdm.

Megjegyzés. A keresett szambdl vonjunk ki 1-et. Ez a szam oszthatd 2-vel, 3-mal, 5-tel
és 67-tel 1s. Mivel ezeknek a szdmoknak nincsen kozos osztojuk, a keresett szdm oszthato
2-3.5-67 =2010-zel. Azaz a ,,masodik legkisebb” ilyen szdm a 2011. o

2. Egy dobozban piros és kék golyok vannak. Ahhoz, hogy a taldlomra kihuzott golyok kozott
biztosan legyen piros, legkevesebb 5 golyét kell kihtzni. Ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik
kék, legkevesebb 6 golydt kell kivenni. Hany piros €s hany kék goly6 van a dobozban?

Ot goly6 kozott van piros, igy legfeljebb 4 kék lehet. Hat golyé kozott van kék, igy legfeljebb 5
piros lehet. Kevesebb goly6 kihtizdsandl ez nem garantélt, tehat a dobozban 4 kék és 5 piros golyd
van.

3. Van 12 db szamkartyank, 4 db 5-6s, 4 db 3-as, 4 db 2-es. Allits ezekbdl 6ssze 4 kiilonbdzd
haromjegyt szamot ugy, hogy ezek 0sszege a lehet6 legnagyobb legyen.

Ha minden hdromjegy{i szam 5-0ssel kezdddik, akkor a 4 szam Osszege legalabb 4 - 522 = 2088.
Ha valamelyik szdm nem 5-0ssel kezd6dik, akkor ez legfeljebb 355, a masik harom pedig
legfeljebb 555, azaz Osszegiik legfeljebb 3 - 555 4 355 = 2020. Mivel 2088 > 2020, a négy
haromjegyl szam Osszege akkor lehet a legnagyobb, ha mind 5-0ssel kezdédik. A négy szam
kiilonboz6, ez csak egyféleképpen lehet: 533,532,523,522.
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4. Egy téglalapot az dbran ldthaté mddon osztottunk fel kiillonb6zd méretd
négyzetekre. (3-3 egybeviagd, egyforma ezek koziil.) A kozépsd mére-
tl négyzet oldalhossza 4 egység. Hatdrozzuk meg a téglalap oldalainak
hosszat.

A 4 egység oldalhosszusagu négyzet alatt 3 kis négyzet van. Ezek oldal-
hossza %‘ kell, hogy legyen. Igy a téglalap fiiggSleges oldala 4 + % = ?. A

téglalap bal oldaldn 3 négyzet van egymas felett. Ezek oldalhossza % kell,

hogy legyen. Igy a téglalap vizszintes oldala 4 + % = %. o

- J

z_ 2

1. Egy turista minden nap elkoltotte még meglévd pénze felét, és még 500 Ft-ot. Igy a pénze a
negyedik napon elfogyott. Mennyi pénze volt, amikor megérkezett?

A turista a negyedik napot tehat 1000 Ft-tal kezdte, mivel % —500 = 0. Igy a turista a harmadik
napot 3000 Ft-tal kezdte, mivel @ — 500 = 1000. A turista a mdasodik napot 7000 Ft-tal
kezdte, mivel @ — 500 = 3000. Végiil a turista az els6 napjat 15000 Ft-tal kezdte, mivel
% — 500 = 7000. A turista tehat 15000 Ft-tal érkezett meg.

2. Az éabran lathat6 négyzetben a fehér és a satirozott savok szélessége azonos.
A négyzet teriiletének hanyadrésze fehér?

Hosszabbitsuk meg a vizszintes és a fliggdleges szakaszokat. (Klikkelj az
dbrara! (Adobe Reader kell ehhez!)) Igy a négyzetet 36 kis négyzetre vagjuk
szét. Ezek koziil 1 +5+9 = 15 lesz fehér. Tehat a négyzet teriiletének %—od

része fehér. o

3. Hatéarozzuk meg az
X=1-2-3-4-...-2009+4 2011

szamnak a 2010-zel val6 osztasi maradékat.

Mivel az 1,2,3,4,...,2009 szdamok kozott szerepel a 10 és a 201 is, igy 1-2-3-4-...-2009
oszthatd 10-201 = 2010-zel. Tehat X 2010-zel val6 osztasi maradéka 2011 osztasi maradéka
lesz, ami 1. o

4. Az 1-nél nem kisebb és 1000-nél nem nagyobb egész szamok kozott hany olyan van, amely paros,
de a tizes szdmrendszerben felirt alakjaban a szdmjegyek Osszege pdratlan?

El6szor oldjuk meg 0 < x < 999 egész szamokra. Ennek az az elénye, hogy minden ilyen szdmot
leirhatunk egy pontosan hdromjegyl szammal, ahol az els6 jegy is lehet 0. (Péld4ul 4 helyett
004-et {frunk. Péros vagy pdratlansag, illetve jegyOsszeg szempontjabol nem véltozik semmi.)
Az egyesek helyén 0,2,4,6,8 lehet csak, mivel a szdm paros kell, hogy legyen. Ez 5 lehet6ség.
A tizesek helyére a 10 szdmjegy barmelyike keriilhet. Ha az egyesek és tizesek helyére irt
jegyek Osszege pdratlan, akkor a szdzasok helyére paros jegyet kell tenni (5 lehetéség), hogy a
haromjegyl szam szamjegyeinek Osszege pdratlan legyen. Ha az utols6 két jegy Osszege péros,
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akkor a szdzasok helyére pdratlan jegyet kell tenni (5 lehetdség). Tehdt a 0 < x < 999 egész
szamok kozott 5-10-5 = 250 a feladat feltételeinek megfeleld szam van. Mivel 1000 pédros szam,
rdadasul jegyosszege paratlan, igy 251 a feladat feltételeinek megfeleld szam van.

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy haromjegyd, tizes szamrendszerben felirt szam a szamjegyei 0sszegének 15-szorose. Melyik
ez a szam?

Legyen a haromjegy( szdm abc. A feltétel alapjan tudjuk, hogy
100a+10b+c = 15(a+b+c),

amibdl kovetkezik, hogy
85a —5b = 14c.

Mivel a bal oldal oszthat6 5-tel, ezért a jobb oldal is. Mivel ¢ egy szdmjegy, ezért ez csak ugy
lehetséges, ha ¢ = 0 vagy ¢ = 5. A ¢ = 0 eset nem ad j6é megolddst, mert ekkor 17a = b lenne, ami
szamjegyekrdl 1évén sz6, csak gy teljesiilhet, ha a és bis 0. A ¢ = 5 esetben kapunk jé megoldast,
hiszen ekkor 85a = 5b+ 70 és mivel a és b tovabbra is szamjegyek, ezért a csak 1 lehet. Ekkor
b = 3, vagyis az egyetlen megoldds a 135. Ellenérizve: 135 =15-(1+3+5). o
2. Egyszer(sitsiik a kovetkezd torteket:
12 1212 121212

39°3939’393939 "

Mivel
1212...12 4-3030...303 4

3939...39  13-3030...303 13’
ezért mindegyik tort értéke %. o

3. Haény olyan négyjegyli szdm van a tizes szdmrendszerben, amely legfeljebb 2 kiilonb6z6 szdmje-
gyet tartalmaz?

Olyan négyjegyii szambol, ami csak egyféle szamjegyet tartalmaz pontosan 9 darab van. Ezek a
kovetkezok: 1111,2222,3333,...,9999.

Nézziik azokat a négyjegyli szdmokat, amikben két kiilonb6zd szdmjegy van. Legyen ez a két
szamjegy b és c. Ha feltessziik, hogy b az els6 szamjegy, akkor 7 kiillonboz6 szam lehetséges:

bebb,bbeb, bbbe,beeb, bebe, bbec, becc.

Nézziik, hanyféle lehet b, illetve ¢ értéke. Mivel egy szdm nem kezdddhet 0-val, igy b értéke
9-féle lehet. Ha rogzitettiik b-t, akkor azt az értéket ¢ mar nem veheti fel, viszont lehet 0, igy ¢
értéke is 9-féle lehet. Ez 0sszesen 9-9 = 81 lehetdség b és c értékének megvalasztdsara. Minden
esetben van 7 kiilonboz6 szdm, igy ilyen szambol 81 -7 = 567 kiilonbdzd van. Vagyis Osszesen
94567 = 576 szam felel meg a feltételeknek.
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4. Az 4bran egy céltdbla lathats. Célba 16véskor a
pontszdmok forditottan ardnyosak az eltaldlt tabla-
rész teriiletével. Tudjuk, hogy a B rész 6 pontot ér.
Mennyit ér az A, a C és a D teriiletrész?

Ha az A rész teriilete 1 egység, akkor a B részé 8,
a C részé 16, a D részé pedig 24. Ha a megfeleld
részek pontszdma rendre a,b,c,d, akkor a forditott A
ardnyossag alapjan azt kapjuk, hogy

24d = 16¢c = 8b = a.

De tudjuk, hogy b = 6, igy kapjuk, hogy a = 48,
c=3ésd=2. (4) D

- J

1. Egy haromjegyl €és egy kétjegyli tizes szamrendszerben felirt szam Osszege 168. Ha mindkét
szamban megforditjuk a szdmjegyek sorrendjét, akkor az igy kapott szamok 6sszege 375. Melyik
ez a két szam?

Legyen a haromjegy(i szdm abc, a kétjegy(i pedig de. Ekkor a feltételek azt adjak, hogy

100a+ 10b+c+ 10d + e = 168
100c+ 10b+a+ 10e+d = 375

A masodik egyenletbdl kivonva az elsot a kapjuk, hogy

99(c—a)+9(e—d) =207,
Il(c—a)+e—d=23
Mivel a,c,d, e szamjegyek, ezért —9 < e —d <9, ezért az egyenlOség csak ¢ —a = 2 esetén telje-

siilhet. Ebbol kovetkezik, hogy ¢ = a+2 és e —d = 1, amibdl kovetkezik, hogy e = d + 1. Ezeket
az els6 egyenletbe helyettesitve:

10la+2+10b+11d+1 =168
101a+10b+11d = 165.

Mivel a egy szam els6 szamjegye, ezért a # 0. Viszont a értéke legfeljebb 1 lehet, hiszen ha
legaldbb kettd lenne, akkor a bal oldal legaldbb 202 lenne. Ezért a = 1 és ebbdl kovetkezben
¢ = 3. De akkor azt is tudjuk, hogy 10+ 11d = 64, amit atalakitva kapjuk, hogy

10(b+d) +d = 64.

Mivel b és d szamjegyek, ezért d =4, b+d = 6, és ezekbdl kovetkezden b = 2. A keresett szamok
123 és 45, amikre igaz is, hogy 123 +45 = 168 és 321 4- 54 = 375. o
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2. Egy csaladban az apa életkora 5 évvel kevesebb, mint az anya és a fit életkoranak 0sszege. Hét
év mulva, amikor az anya haromszor olyan idds lesz, mint a fid, harmuk életkoranak osszege 108
év lesz. Hany évesek most a csaladtagok?

7 év mulva a 3 ember életkordnak 0sszege 21-gyel lesz tobb mint most, ezért most 108 — 21 = 87
évesek Osszesen. Ha az apa életkora A, akkor az anya és a fiu életkordnak 0sszege 87 — A. Vagyis
A+5=87—A. Ebbdl kapjuk, hogy A = 41. Hét év milva az apa 48 éves lesz, igy az anya és a
fiu 6sszesen 108 — 48 = 60 évesek. Ha a fid életkora 7 év milva F, akkor 3F 4+ F = 60, vagyis
F =15. Tehat hét év mulva a fiu 15 éves lesz, vagyis most 8. Az anya 7 év mulva 45 éves lesz,
ezért most 38. Az apardl pedig mar kidertilt, hogy 41 éves. o

3. Egy dobozban 500-nal kevesebb goly6 van. Ha a golydkat négyesével, o6tosével vagy hetesével
csoportositjuk, mindig 3 golyé marad ki. Ha kilencesével csoportositjuk a golydkat, akkor nem
marad ki egy sem. Hany goly6 van a dobozban?

Jelolje a dobozban 1év6 golydk szamat N. Ekkor a feltételek azt jelentik, hogy N oszthat6 9-cel,
illetve N — 3 oszthatd 4-gyel, 5-tel és 7-tel is. Ez utébbi azt jelenti, hogy N — 3 oszthato
4.5-7 = 140-nel. Ezt felhaszndlva N — 3 értéke 0,140,280 és 420 lehet. (560 mar nagyobb
500-ndl.) N tehat lehet 3,143,283 és 423. Mivel ezek koziil csak a 423 oszthaté 9-cel, ezért a
dobozban 423 goly6 van. o

4. Rajzolj olyan konvex négyszoget, amelynek nincsenek par-

huzamos oldalai, €s fel lehet bontani négy egybevago (egy- b
forma) haromszogre.
Vegyiink két egybevago egyenldszard haromszoget (ABCA A F

és ACDA), és mindkettSt bontsuk két egybevagé harom-
szogre az alaphoz tartozé magassdggal (AE és AF). gy
négy egybevagd hiromszoget kapunk. Ha a két eredeti C
haromszoget egy-egy szdruk mentén 0Osszeillesztjik (a
kozos szar az dbrdn AC), akkor a feltételeknek megfeleld

négyszoget kapunk. Ez a négyszog egy deltoid, aminek E
alkalmasan vdlasztva az oldalait, egyik sem lesz parhuzamos
egy masikkal. o B

- J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Tudjuk, hogy p, p+4, p+ 14 primszdmok. Mi lehet p értéke?

Nézziik a lehetséges p-ket 3-as maradékuk szerint.

e Ha p oszthat6 3-mal, akkor csak p = 3 johet széba, hiszen p-nek is primnek kell lennie. A
p = 3 eset viszont jo, hiszen 3,7 és 17 is prim.

e Ha p =3k+1, akkor p + 14 oszthat6 3-mal, és ez csak akkor lenne prim, ha p 4 14 éppen
3 lenne. Ehhez p = —11 kellene. (Mivel —11,—7 és 3 primek, ezért ez is tekinthetd jo
megolddsnak, de ha a feladat kiilon nem emliti, akkor altaldban pozitiv szimokra gondolunk
ilyen esetekben.)
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e Ha p =3k+2, akkor pedig p + 4 oszthat6 3-mal, és ez csak akkor lenne prim, ha p +4 éppen
3 lenne. Ekkor viszont p = —1 lenne, ami nem prim.

Vagyis egyediil a p = 3 felel meg a feltételeknek. (Illetve a negativ szdmokat is primnek tekintve

ap=—11) (1)

2. lgazoljuk, hogy a 713 _ 137 4 2010!!
713 +137 +201110

tort egyszerisithetd.

Belatjuk, hogy mind a szamldl6, mind pedig a nevezd oszthaté 5-tel. Ha ez igaz, akkor 5-tel
tudunk egyszertisiteni, ami igazolja az éllitast.

7" utolsé jegyei a kovetkezdk: 7,9,3,1,7,. .., vagyis négyesével ismétlédnek. Ebbdl kdvetkez6en
713 utolsé szamjegye 7. Hasonléan 13" utolsé szamjegyei is ismétlédnek: 3,9,7,1,3,..., emiatt
137 utolsé szdmjegye szintén 7. Vagyis 7'3 — 137 utolsé jegye 0, és ehhez 2010'!-t hozzaadva
szintén egy 10-zel oszthaté szamot kapunk, hiszen ez a szdm oszthaté 10-zel. Igy a szamldlé
nemcsak 5-tel, de rdadasul 10-zel is oszthatd. Felhasznalva az eddigieket lathat6, hogy 713 1137
utols6 szamjegye 4 (hiszen a két 6sszeadando utolsé jegye 7 volt). Viszont 2011 minden hatvénya,
igy a 10-edik is 1-re végzddik, vagyis a nevezd S5-re végzddik. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy
oszthat6 5-tel.

3. Az A vérosbdl a B véarosba vezetd ut emelked6kbdl és lejt6kbdl dll. Egy kerékpdros A-bol B-be 3
Ora alatt ért, visszafele ugyanezen az iton B-bol A-ba 20 perccel tovabb tartott az ttja. Emelkeddn
20 km/6ra, lejtén 30 km/6ra volt a sebessége. Hany kilométer az A és B varos kozotti tdvolsag?

Ha emelkeddn halad, akkor 3 perc alatt tesz meg egy kilométert (hiszen 20 km/6ra a sebessége),
mig lejtén 2 perc alatt (30 km/6ra). Ebbdl kovetkezik, hogy minden kilométert oda-vissza
Osszesen 5 perc alatt tesz meg. Odafelé 180 perc volt az ut, visszafelé 180 420 = 200 perc, vagyis
osszesen 380. Ha minden A és B kozotti kilométer oda-vissza 5 percet igényel, akkor 380:5 =76
km a két véaros tavolsaga. o

4. Adott az ABC hegyesszogli haromszdg. Az A pontban merSlegest dllitunk AC-re, €s erre ramérjiik
az AC = AP szakaszt. Ugyancsak merdlegest allitunk az A-ban AB-re, erre raimérjiikk az AB = AQ
szakaszt (a P és B az AC egyenes, a C és Q az AB egyenes kiilonb6z0 oldaldan vannak). Igazoljuk,
hogy PB = QC, és PB merdleges QC-re.

Tekintsiik az dbrdn is megjelolt AQC és ABP haromszogeket. 0
Mivel
AP = AC és PAC<t =90°,

ezért AC-t 90°-kal elforgatva AP-t kapjuk. Hasonl6an
AB = AQ és BAQ<t =90°

miatt az AQ szakasz 90°-os elforgatottja AB. Ezekbdl kovet-
kezik, hogy az AQC haromszoget 90°-kal elforgatva éppen az
ABP haromszoget kapjuk. Mivel egy 90°-os elforgatds utdn a
megfeleld oldalak egyenld hosszisaguak és merSlegesek egy-

B

maésra, ezért kapjuk a bizonyitand¢ 4allitast, vagyis hogy ¢
PB=QC és PB L OC. O
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5. A kovetkezd végtelen szdmharomszogben a pozitiv egész szamok talalhatok.
(a) Melyik szam &ll a 2011. sor végén?
(b) Hényadik sor hanyadik helyén 4ll a 20117

(a) Mivel az elso sorban egy, a mdsodikban kett8, a harmadikban harom szam 4ll, és ez folyta-
tédik tovabb hasonldan, igy Osszesen 1 +2+3 4 ... 42011 szadm all az els6 2011 sorban. A
sor utolsé eleme tehdt éppen

2011-2012

1+24+34...+2011 = — = 2023066.
(b) Az elsd 62 sorban az el6z6 gondolatmenet alapjan % = 1953 szdm all. A kovetkez6 sorban

63 elem van, igy mivel
2011 — 1953 =58,

ezért a 2011 a 63. sor 58. eleme. O

- J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Melyik az a tizes szdmrendszerbeli hdromjegyl szam, amelynek 7-szerese egy pozitiv egész szam
harmadik hatvédnya (kébe)?

Legyen a keresett haromjegy( szdm A. Ekkor azt tudjuk, hogy 7A egy kobszam. Ha egy kobszam
oszthaté 7-tel, akkor 73-nel is, igy 7° | 7A. Ebbdl kovetkezik, hogy A oszthat6 49-cel. Legyen
A = 49b, igy b-nek kobszamnak kell lennie, hiszen 7A = 73b egy kobszam. Akkor b lehet rendre:
1,8,27,... Mivel 27 -49 = 1323 mar négyjegyt, igy b legfeljebb 8 lehet. Az 1 nem felel meg a
feltételeknek, vagyis 8 -49 = 392 az egyetlen megoldas. o

2. Jelolje H az els6 111 pozitiv egész szamot tartalmazé halmazt. Egy 1épésben a H két elemét
elhagyjuk, és helyettiik beirjuk H-ba a két elem kiilonbségét (a nagyobbdl vonjuk ki mindig a
kisebbet, ha egyenldk, akkor természetesen O-t frunk be). A 110. Iépés utdn megmarado egyetlen
H-beli elem péros vagy paratlan?

Azt érdemes észrevenni, hogy a halmazban 1év6 szamok Osszegének paritdsa a folyamat sordn
nem valtozik. Ez azért van igy, mert ha a két kivélasztott szdm azonos paritdsu, akkor az dsszegiik
és a kiilonbségiik is pdros, vagyis a teljes Osszegben a + b-t a vele azonos paritasi |a — b|-kel
helyettesitettiik. Ugyanez a helyzet akkor is, ha a és b paritdsa kiillonboz6, hiszen ilyenkor az
Osszegiik €s a kiilonbségiik is paratlan. Induldskor az elemek Osszege:

111-112
l+2+3+...+111:T:56-111.
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Ez a szdm péros és ez nem viltozik a folyamat sordn, vagyis végig paros marad. Igy az utolsé
szam biztosan pdros, hiszen akkor az 0sszeg abbdl az egyetlen szdmbdl 4ll.

3. Igazoljuk, hogy ha egy derékszogli haromszog egyik szoge 15°, akkor az atfogéhoz tartozé ma-
gassag negyede az atfogonak.

A p

C

B

Legyen az 4bran lathaté médon ABC a derékszogli haromszog, aminek B-nél van a derékszogl
csucsa. A C-nél 1évo szog 15°. Legyen F az AC étfogé felez6pontja, D pedig a B-hez tartozd
magassag talppontja (vagyis BDC<t = 90°). Derékszogli haromszog koriilirt korének kozéppontja
éppen az atfogd felezOpontja (Thalész-tétel), ezért CF = BF. Vagyis BFC/A egyenlGszaru,
igy FBC< = 15°. A haromszog kiilsd szoge megegyezik a két nem mellette fekv belsé szog
osszegével, igy AFB<( = 30°. Igy viszont azt kapjuk, hogy a BDF A\ egy szabélyos hiromszog
fele, vagyis 2- DB = BF. Mivel BF = CF és CF épp az atfogo fele, ezért a BD magassag épp
negyede az atfogdnak, és ezt kellett bizonyitani.

4. Valaki leirt 503 egymast kdvetd pozitiv egész szamot a tizes szdmrendszerben, igy 0sszesen 2011
szamjegyet irt le. Melyik volt az els6 és melyik az utolsé leirt szam?

Vegyiik észre, hogy 4 - 503 = 2012. Vagyis ha az 6sszes szdm négyjegyl lenne, akkor a kelleténél
eggyel tobb szdmjegyiink lenne. Ebbdl kovetkezik, hogy az elsé szamnak haromjegylinek kell
lennie, a tobbinek pedig négyjegyiinek. Igy az els6 szam a 999. Ezt kovetden még 502 szdmot
kell leirnunk, igy az utols6 szam 1501. o

- J

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Adjunk meg olyan p primszamot, hogy p*> — 6 és p> + 6 is primszdm legyen.

Vizsgéljuk a szdmokat 5-tel valé osztdsi maradék szerint. Ha p = 5, akkor p?> —6 = 19 és
p? 46 =31 is primszdm. A tobbi primszdm =+1, vagy 42 maradékot adhat 5-tel osztva. Ha
p = Sk+£1 valamilyen k egész szamra, akkor

pP—6=05kx1)>—6=5-(5k*+£2k)+1—-6=5-(5>£2k—1).
Ha p = 5k 42, akkor
PP4+6=(5k+2)2+6=5-(5k>+4k)+4+6=>5-(5k> £4k+2).

Tehét valamelyik szam biztosan oszthat6 5-tel, €s nem lehet egyenld 5-tel, igy nem prim. Tehat az
5 az egyetlen megfeleld primszam. o
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2. Igazoljuk, hogy a derékszogli haromszogben a két befogd hosszanak 6sszege a haromszogbe és a
haromszog koré irt kor atmérdjének dsszegével egyenld.

A beirt kor érintési pontjai szakaszokra bontjak a hdrom-

sz0g oldalait, jelolje ezek hosszat az dbran lathaté médon

x,y,r. Azonos bettivel jelolt szakaszok egyenld hosszuiak,
r y mert kiilsé pontbdl a beirt korhoz huzott érintd szakaszok

egyenld hossziak. Mésrészt az érint6 pontban hiizott sugar
r r parhuzamos a masik befogdval, igy a derékszogii cstucsndl
egy négyzet keletkezik, mert olyan téglalap, aminek két
szomszédos oldala egyenld hosszi. A két befogd hossza-
nak Osszege 2r +x+y. A beirt kor sugara r, igy atmér6je 2r. Thalész tétele miatt a koriilirt kor
atmérdje éppen a derékszogli haromszog atfogdja, melynek hossza x +y. Tehat az egyenldség
valdban teljestil.

r y

3. Az A-bdl B-be vezet6 it 11,5 km hosszi. El6szor emelkedOn vezet, ezutdn vizszintes szakasz jon,
majd lejté kovetkezik. A-bol B-be egy gyalogos 2 6ra 54 perc alatt tette meg az utat, visszafelé
B-b6l A-ba ugyanez az Ut 3 6ra 6 percig tartott. Emelked6n 3 km/6ra, vizszintes terepen 4 km/6ra,
lejtdn S km/6ra sebességgel ment. Milyen hosszu volt a vizszintes rész az A-bdl B-be vezetd tton?

Jelolje az odafele irdnyban az emelkedd hosszat x, a vizszintes szakasz hosszat y, ekkor a lejtd
hossza 11,5 —x —y. Az eltelt id6=tavolsdg/sebesség megfelel6 mértékegységek esetén. 2 6ra 54
perc az 2,9 6ra, mig 3 6ra 6 perc az 3,1 ora. Tehat

x y 115—x—y
-+ —=29;
3 T 4 * 5 ’
115—x—y y «x
——+=+-=3,1
3 i 4 i 5 ’
A két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy
11,5-y 115—y vy
2 -6
3 52
Ezt rendezve y = 4 adodik. Tehat a vizszintes szakasz hossza 4 km. o

4. Egy haromszog oldalainak hossza 5,12, 13 egység. Hany olyan pont van a haromszog belsejében,
amelynek az oldalakt6l mért tdvolsdga egész szam?

A haromszog derékszogl, mert

57+ 122 =13% 13
P /Z
P tavolsaga az oldalaktdl legyen x,y,z. Ekkor a 5 y
haromszog teriilete: X

5-12 12x+5y+13z
2 2

azaz 60 = 12x + 5y + 13z. Ezt atrendezve kapjuk, hogy z+ 5y = 12(5 —z —x). A tdvolsdgok
pozitivak, ezért

12

O0<x+z<5.
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Mivel mindkettd legaldbb 1, és egészek, ezért harom eset lehetséges:

e x+z=2,
o x+z=3,
e x+z=4

Ezeket rendre megvizsgélva:

e x=z=1,y=7]j6.

e x=1,z=2,y=22/5nem jo.
x=2,z=1,y=23/5 nem j.

e x=1,z=3,y=9/5nem j6,
x=3,z=1,y=11/5nem j6,
x=z=y=2]0.

Vagyis a megoldasok: x=1,y=7,z=1¢&sx=2,y=2,7=2. o
5. A0,1,2,3,...,8,9 szdmjegyekbdl éllitsunk Ossze 5 db kétjegyii tizes szamrendszerbeli szamot

ugy, hogy az 5 szdm szorzata a lehet6 legnagyobb legyen.

Erdemes a tizes helyiértékekre a nagyobb szdmjegyeket rakni, hiszen ha példaul a 9 egyes helyi-
értéken szerepel, ebben a szdmban megcserélve a két szdmjegyet, nd a szdm, igy a szorzat is. 9
mellé 0-t érdemes rakni, mert ha nem, érdemes lenne azzal a szdmmal cserélni, ahol O 4ll az egyes
helyiértéken.

(90+a) - (106 +0) = 900b + 10ab < 900b +90a = (90 +0) - (106 + a),

mert b < 9. Igy az egész szorzat is n3, mert a tobbi szdm nem véltozott. Tehat a szamok kozott
szerepelnie kell a 90-nek. Ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazva a kovetkezd legnagyobb és
legkisebb szamjegyre kapjuk, hogy a 81-nek is szerepelnie kell. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy
akkor a legnagyobb a szorzat, ha az 5 szdm a 90,81,72,63,54.

- J

1. Igazoljuk, hogy ha p primszdm és 5p> — 2 is primszam, akkor 5p? — 4 és Sp> +2 is primszdmok!

Vizsgéljuk meg, hogy a p prim milyen maradékot adhat 3-mal osztva. Egyetlen prim ad 0 mara-
dékot, a 3. Ebben az esetben 5p? —2 =43, 5p> —4 = 41 és Sp* + 2 = 47 is primszamok.
Ha p = 3k + 1 valamely k egész szamra, akkor

5p*—2=5-33k* +2k)+1] =2 =3m+5-2=3(m+1)

és nem lehet egyenl6 3-mal, ezért nem prim.
Ha p = 3k+ 2 akkor is p?> = 3n+ 1, igy hasonléan 3 |5 p? —2 és nem lehet egyenld 3-mal, ezért
nem prim. Tehdt az allitds igaz, mert a feltétel csak a p = 3 esetben teljesiil. o
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2. Az ABCD trapéz két parhuzamos oldala AB és CD. Igazoljuk, hogy

AC?+ BD?> = AD?>+BC?*+2-AB-CD.

D és C mer0leges vetiilete az AB oldalra legyen E és F. D c
Ekkor az ACF és BFC, illetve ADE és BED haromszo-
gekben felirva a Pitagorasz-tételt, kapjuk, hogy

AC? —AF? = FC* = BC? — BF?;

BD? — BE? — DE? = DA% — AEZ.

A két egyenletet Osszeadva és rendezve kapjuk, hogy A E F B

AC? + BD? = BC? + AD* + (AF? — BF?) + (BE? — AE?).
Az a*> — b> = (a+b)(a — b) azonossigot felhasznélva frhatjuk, hogy
AC? + BD* = BC? + AD* + (AF + BF )(AF — BF) + (BE + EA)(BE — EA).

AF + BF = AE + BE = AB, ezért
AC? 4 BD* = BC? + AD> + AB(AF — BF) +AB(BE — EA) =
— BC? + AD?> + AB(AF +BE — AE — BF) = BC*> + AD> + AB-2-EF =
= BC?>+AD?> +AB-2-CD. (4)

3. Egy kor keriiletére felirtak 13 pozitiv egész szdmot. Tudjuk, hogy barmely 4 szomszédos szim
Osszege legfeljebb 21, és barmely 5 szomszédos szdm Osszege legalabb 26. Szdmitsuk ki a 13
szam Osszegét!

Jelolje S a 13 szam Osszegét. Ha az Osszes lehetséges modon felirjuk 5 szomszédos szam Osszegét,
minden szam pontosan 5 ilyen 0sszegben szerepel. Tehdt

(a1 +ay+az+ag+as)+(ax+az+as+as+ag)+ ...
+(ai3+ai+ax+az+ay) =5-5S>13-26

Innen S > 135& = 67,6. Hasonl6an

(a1 +ar+az+aq)+ (ar+az+as+as)+...
+(apz+a +ay+az)=4-5S<13-21

Innen § < 134& = 68,25.

S egész szam, ezért S = 68.

Ezt meg is lehet valésitani, ha az kovetkez6 szamokat irjuk korben a korre: 5, 5, 5, 5, 6, 5, 5,
5,6,5,5,5, 6. Ekkor ugyanis barmely 4 szomszédos szam kozott legfeljebb egy 6-os van, igy
az Osszeg legfeljebb 21, mdsrészt barmely 5 szomszédos kozott van legalabb egy hatos, igy az
Osszegiik legalabb 26.
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4. A kovetkez0 végtelen szamharomszdgben a pératlan pozitiv egész szamok taldlhatok.
(a) Melyik szam 4ll az n. sor végén?
(b) Mennyi az n. sorban ll6 szdmok 0sszege?

(c) Mennyi az els6 n sorban all6 szdmok Osszege?

1

13 15 17 19

(n+1)

(@) Azn.sorvégénaz 1+2+...+n= . paratlan szam 4ll, hiszen a sorokban rendre eggyel

tobb szdm 4ll, mint az el6z&ben. A k. paratlan szam 2k — 1, ezért az (”H)

2.2 —p24p—1.

. paratlan szdm a

(b) Az n. sorban az els6 szdm az (n — 1)> +(n—1)—1+2 = (n—1)?> + (n— 1) + 1, az utols6
szam az n> +n — 1. Osszesen n tag, amelyek 2 differencidji szdamtani sorozatot alkotnak. A
tagok Osszege

n[(n—172+n—1)4+1]4+2-(14+243+...+(n—1)) =

= nfln— 17 (- 1) 1) 42 D

=n[(n—12+2(mn—1)+1]=r’.

(c) Az elsd n sorban 4ll6 szadmok 6sszege az el6z0 rész alapjan az elsé n kobszam Osszege. Az
els6 n kobszam Gsszege (@)2

Megjegyzés: A fenti megoldds felhaszndlta az elsé n kobszam 6sszegére vonatkozd képletet, ami
nem része a 8. osztalyban elvarhat6 ismeretanyagnak. A képlet bizonyitasa:

A sorozat els6 néhany tagja: 1,9,36,100,225,.... Eszrevehetjiik, hogy a sorozat tagjai négyzet-
szamok, és gyokot vonva éppen az elsé n pozitiv egész szam Osszegét kapjuk. A megsejtett képlet
ezek alapjan ( ("2+ )) Ennek helyességét teljes indukcidval igazolhatjuk.

1-(14+1)
7

n=1esetén 1 = teljesiil.

Az indukci6s feltevés szerint n-re igaz az allitas. Ekkor az elsé n+ 1 kobszdm Osszege

(HEL DYy P S0 _ (o 42

2 4 - 2

Tehét ha a képlet igaz n-re, akkor n+ 1-re is. Tehdt a képlet minden pozitiv egész szamra igaz. O

- J
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FELADATOK

/—m Megyei fordulo

1. Harom szam Osszege 66. Az elsd szam hdaromszorosa a masodiknak, a mdsodik szam 14-gyel tobb,
mint a harmadik. Szdmitsuk ki a hdrom szdmot.

2. Az AB és CD szakaszok kozos része a CB szakasz. Az AB=20cm, CD =24 cm és CB = 8 cm.
Mekkora az AD szakasz? o

3. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, a tizes szdmrendszerben, amelyre igaz, hogy a szamje-
gyei szorzata 100?

4. A 3,4,5, 6 szamjegyekbdl hany olyan haromjegyli szam készithetd, amelynek szdmjegyei kiilon-
boz6k? Mennyi ezeknek a haromjegy( szdmoknak az osszege?

- J

M Megyei fordulo

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy a szadmjegyeinek 0sszege 20127 °

2. Az ABCD téglalap AB, illetve CD oldaldn a P és R pontok az A-hoz, illetve C-hez kozelebbi
harmadol6 pontok. A Q és S pontok a BC, illetve DA oldalak felez6pontjai. Hanyad része a PORS
paralelogramma teriilete az ABCD téglalap teriiletének? O

3. Tizenkét egymadst kdvetd pozitiv egész szam Osszege 246. Melyek ezek a szdmok? °

4. Az 1-t6] el kell jutni a 2012-ig pozitiv egész szamokon 4t a kovetkez6 kétféle miivelet alkalmaza-
séval: az utoljara kapott szdmhoz 1-et adunk, vagy a szdmot megkétszerezziik. Mely szdmokon &t
vezet az Ut 1-t6l 2012-ig a lehetd legkevesebb 1€pésben? °

- J
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M Megyei fordulo

1. A2, 3,4,5, 6 szamjegyekbdl hany olyan 6-tal oszthaté négyjegyi szam készithetd, amelynek a

szamjegyei kiillonboz6k? °
2. A hetedik osztdlyosok 40%-a fiti, a tobbi lany. A hetedikes ldnyok 20%-a szemiiveges. A hetedik
osztaly hidny szazalékat teszik ki a nem szemiiveges ldnyok? O
3. Igazoljuk, hogy ha p és p? + 8 primszamok, akkor p? + p + 1 is primszam! °

4. Egy paralelogramma az dbran lathaté médon harom egyenl&szari haromszogre bonthatd. Szamit-
suk ki a paralelogramma szogeit.

o

5. Adott egy haromszog, €és a belsejében 30 pont gy, hogy ezek koziil semelyik 3 sem esik egy
egyenesbe, és barmely két bels6 pont dltal meghatarozott egyenesen nincs rajta a haromszog egyik
csucsa sem. A haromszoget kisebb haromszdgekre bonthatjuk tgy, hogy minden ilyen részharom-
sz0g minden csucsa valamelyik belsd pont, vagy a haromszog csucsa, és mind a 30 belsd pont €s
a 3 cstcs is valamelyik kis haromszog (esetleg tobbnek is) csicsa. Hany kis hdromszogbdl all a
felbontés? ()

- J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Igazoljuk zsebszamol6gép haszndlata nélkiil, hogy

2007-2009-2011-2013+16

négyzetszam. o
2. Allitsuk el6 2013-at a lehet legtobb egymdst kivets pozitiv egész szdm dsszegeként. °

3. Adjunk meg 20 nullatdl kiillonbozé (egymadstol nem feltétleniil kiilonb6z6) egész szamot Ggy, hogy
ezeket egy sorba frva barmely harom szomszédos szam Osszege negativ, de az 6sszes (20 darab)
szam Osszege pozitiv legyen.

4. Az ABC derékszogili haromszog AB befogdjan a P, BC befogdjan pedig a Q pontot ugy vettiik fel,
hogy AP = CB és BP = CQ. Igazoljuk, hogy az AQ és CP szakaszok szoge 45°.

7 2

5. Egy 5x5-0s tablazat mind a 25 mez6jébe +1-et, vagy —1-et irtunk. Minden sor jobb oldalara irtuk
a sorban szerepl6 szamok szorzatat, és minden oszlop ald az oszlopban szerepl$ szdmok szorzatat.
Lehet-e az igy kapott 10 szdm 6sszege 0? o

- J
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Melyik az a legkisebb, tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szdm, amelyben a szamjegyek szorzata

2007
2. Adjunk meg hdrom kiilonboz6 pozitiv egész szdmot dgy, hogy a kozéps6é szdm a madsik kettd
Osszegének a fele és a harom szdm szorzata egy egész szam négyzete legyen. °
3. Szémitsuk ki 1-t8]1 10000-ig a pozitiv egész szdmok szamjegyeinek dsszegét. o

4. Van 60 darab 1 cm oldald kis kockdnk, tomor téglatestet akarunk bel6liik épiteni. Hany kiilonb6z6
tomor téglatest épithetd ezekbdl, ha az épitéshez mind a 60 kis kockét fel kell hasznalni? °

- J

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Hény olyan tizes szdmrendszerbeli haromjegy(i szdm van, amelyben a szamjegyek (balrdl jobbra),
novekvd sorrendben kovetik egymdst? Es hdny olyan van, amelyben csokkend sorrendben kovetik

egymast? o
2. Hany olyan 4-jegyl, tizes szamrendszerbeli szdm van, amely nem valtozik, ha felcseréljiik az
egyesek €s az ezresek helyén 4ll6 szamjegyét? 0

3. Leirjuk egymds mellé sorra 1-t6] kezdve a pozitiv egész szamokat:
123456789101112... Melyik szamjegy all ebben a sorban a 2012-edik helyen? Q

4. Egy 5 cm oldalu szabédlyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 1 cm oldalu kis
szabdlyos haromszdgekre bontottunk. Hany olyan szabédlyos hdromszog van, amelynek csticsai az
igy kapott hal6 racspontjai koziil keriilnek ki? 0

- J

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Két pozitiv egész szam kiilonbsége 2012. Ha a nagyobbik szam végérdl elhagyjuk a 0 szamjegyet,
akkor az igy kapott szimnak a 6-szorosa a kisebbik szam. Melyik ez a két szam?

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely oszthaté 7-tel, de 2-vel, 3-mal, 4-gyel és 5-tel
osztva mindig 1 maradékot ad?

3. Adjunk meg 4 kiilonbozd pozitiv egész szamot gy, hogy ha ezeket paronként 6sszeadjuk, akkor a
kapott szamok hat egymadst kovet6 pozitiv egész szamot alkotnak. 0

4. Az 5x5-06s sakktibla minden mezGjére egy-egy ,,bogarat” tesziink. Adott id6 alatt minden bogar
atmdszik valamelyik élszomszédos mez6re. El6fordulhat-e, hogy ekkor is minden mezdn lesz

bogar? °
- J
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6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Melyik nagyobb: 239 vagy 32907 o
2. Szamitsuk ki minél egyszer(ibben a kovetkezd Osszeget:
L L R N (5
2:9 3-12 4-15 5-18 ~ 31-96

3. Egy futéversenyen két csapat indult, mindegyik csapat 7 versenyz6ével. Mindenki annyi pontot
kapott 1 és 14 pont k6zott, ahdnyadik helyen végzett (holtverseny nem volt). A végén Osszeadtik
a csapattagok pontjait, ez lett a csapatverseny eredménye. Tehdt az a csapat gy6zott, amelyiknek
kevesebb pontja lett. Hinyféle pontszamot érhetett el a gydztes csapat?

4. Hany olyan 3, 4 és 5 hosszusdgu sorozat van, amelynek minden tagja a O vagy az 1 szamjegy, és
nincs benne két szomszédos 1? )

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Szamitsuk ki a kovetkezd 13 tort Osszegét:
11 1111 111111 11...11 0

BB BB T s

2. Tiz kiilonbozd pozitiv egész szam 6sszege 62. Igazoljuk, hogy a szdmok szorzata oszthaté 60-nal.

o

3. Az a, b és c szamjegyeket jelol. Van-e négyzetszam az abcabc alaku hatjegyi tizes szamrendszer-

beli szamok kozott? O
4. Melyek azok az n egész szdmok, amelyekre a 3n”+_36 tort értéke egész szam? °
5. Egy tetszbleges haromszoget daraboljunk fel négy egyenl&szari haromszogre. o

J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. 13 kiilonbo6z0 pozitiv egész szam Osszege 92. Melyek ezek a szamok? 0

2. Egy régi feladat: , Egy gazdag ember elment a vasarba és vett kecskéket, birkakat €s malacokat. A
kecskék darabjaért 2 aranyat, a birkdk darabjaért 4 aranyat, a malacok darabjaért 5 aranyat fizetett,
igy O0sszesen 54 aranyat adott ki az allatokért. 22 allatot vitt haza a vdsarbol. Héanyat vitt haza az
egyes dllatfajtakbol?” O

3. Az a és b szdmjegyekrdl tudjuk, hogy a-b = a+ b+ 1. Melyek lehetnek a 10a + b alaku kétjegyi
szamok?

4. Adottegy 120°-0s szarszogii egyenldszari haromszog. Daraboljuk fel 5 egyenl&szari haromszog-

- o)
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

2 . 2 <
1. Melyek azok az n egész szamok, amelyekre az % tort értéke is egész szdm? o
2. Lehet-e 2!% legaldbb két egymdst kovetd pozitiv egész szdm Osszege? o

3. Egy szabdlyos dobdkockat haromszor feldobunk. Hényféle eredményt kaphatunk, ha csak az sz4-
mit, hogy hany 1-est, 2-est, 3-ast, 4-est, 5-0st, 6-ost dobtunk? °

4. Az ABC hiromszog AB és AC oldalara (kifelé) megszerkesztjiik az ABDE és ACF G paralelogram-
makat. A DE és FG egyenesek a P pontban metszik egymast. A B, illetve C ponton it az AP
egyenessel parhuzamosokat huzunk, ezek a DE, illetve FG egyeneseket a Q, illetve R pontban
metszik. Igazoljuk, hogy BCOR paralelogramma, €s ennek teriilete egyenld az ABDE és ACFG
paralelogrammadk teriiletének osszegével. °

)

. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkez$ egyenletet:

ab+2a+3b = 36. O

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy 121, 10201, 1002001 teljes négyzet (négyzetszam). Altalanositsunk! o
2. Szabdlyos haromszoget daraboljunk fel 5 egyenldszari haromszogre. O

3. Hany olyan négyjegyi szam van, amelyben a szdmjegyek (balrdl jobbra) nem csokkend sorrendben
kovetik egymast? °

4. Igazoljuk, hogy
x2+y2+2x—4y—|—7 >2,

ha x, y tetszdleges valds szdmok! °
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MEGOLDASOK

/—m Megyei fordulo

1. Harom szdm Osszege 66. Az elsd szdm hdromszorosa a mésodiknak, a masodik szdm 14-gyel
tobb, mint a harmadik. Szamitsuk ki a harom szamot.

Ha a harmadik szdmot a-val jeldljiik, akkor a szoveg alapjan a masodik szdm a + 14, az els6 szam
pedig (a+ 14) + (a+ 14) + (a+ 14). Vagyis a 3 szdm osszege éppen 5a + 56. Mivel ez 66, ezért
Sa = 10, vagyis a = 2, amibdl kovetkezik, hogy a hdrom szam: 48, 16 és 2. o

2. Az AB és CD szakaszok kozos része a CB szakasz. Az AB =20 cm, CD =24 cm és CB = 8 cm.
Mekkora az AD szakasz?

Készitsiink 4brat! A c B D Az 4brardl leolvashaté, hogy
AD =AB+CD—CB=20+24—-8 = 36.

3. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, a tizes szamrendszerben, amelyre igaz, hogy a szdm-
jegyei szorzata 100?

A 100-at egyféleképpen lehet 3 tényez$ szorzatdra bontani, ha azt szeretnénk, hogy minden té-
nyezd szamjegy legyen: 100 =4-5-5. Mivel két szdmjegy szorzataként nem allithaté el6 a 100 (a
lehetséges legnagyobb szorzat a 9-9 = 81), ezért a legkisebb szam haromjegy €s a fentiek miatt

ez 2 455. (4

4. A3,4,5, 6 szamjegyekbdl hany olyan haromjegyi szdm készithetd, amelynek szdmjegyei kiilon-
boz6k? Mennyi ezeknek a haromjegyii szimoknak az dsszege?

Az elso jegy 4-féle, a masodik 3-féle, ami utdn a harmadik 2-féle lehet. Mivel barmely elso jegy
vdlasztdsa esetén lehetséges a maradék 3 jegy stb., igy a lehet6ségek Osszeszorzddnak, vagyis
4.3.2 =24 ilyen szdm létezik.

Els6 megoldds a mdsodik kérdésre: Minden helyiértéken minden lehetséges szamjegy 6-szor
szerepel (egy rogzitett szdmjegy mellett a maradék két hely 3 -2 féleképpen tolthetd ki). Ezért
az egyesek helyén 4ll6 szamjegyek Gsszege: 6- (3 +4+ 5+ 6) = 108. Ugyanennyi a tizesek és a
szdzasok helyén all6 szamjegyek Osszege is, igy a 24 szam 6sszege: 10800+ 1080+ 108 = 11988.
Masodik megoldds a mdsodik kérdésre: Parositsuk a szamokat gy, hogy minden helyiértéken a
két szdm szamjegyeinek az 0sszege 9 legyen. Vagyis egy part alkot a 463 és az 536, illetve a 345
és a 654 is. Mivel minden szamnak pontosan egy pdarja van a 24 szam kozott, ezért pontosan 12
par alakul ki ily-m6don a szamokboél. De egy parban a két szam 0sszege mindig 999, vagyis a 24
szam Osszege: 12-999 = 11988.

- J

add 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 132

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Megoldasok

XLI. verseny 2011-12.

/—m Megyei fordulo

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelyre igaz, hogy a szdimjegyeinek 6sszege 20127

Hivatalos megoldds: A legkisebb pozitiv egésznek a szdmjegyei a lehetd legnagyobbak, tehat a
legtobb 9-es szerepel benne. Mivel 2012 = 9223 + 5, ezért a keresett szam 224 jegyd, az els6
jegye 5-0s, a tobbi 223 jegye 9-es.

Részletes indoklas:

e A szam legalabb 224 jegy, mivel 223 db szamjegy Osszege legfeljebb 223 -9 = 2007. (Ez a
skatulyaelv egy formaja.)

e Két szam koziil az a kisebb, amelyik kevesebb jegybdl dll. Tehat ha taldlunk egy 224 je-
gyl szamot, melynek szdmjegyeinek Osszege 2012, akkor a 224-nél tobb jegyl szamokat
kizarhatjuk. Ilyen 224 jegyli szdm pl.: 86999...9, amely szdmban 222 db 9-es szerepel.
8+6+222-9=2012)

o A 224 jegyl szamok koziil az a kisebb, amelyikben kisebb szamjegy szerepel az els6 helyen.

o A keresett 224 jegy(i szamunk 4, vagy annal kisebb szdmjeggyel nem kezdédhet, mivel ekkor
szamjegyeinek Osszege legfeljebb 4 4223 -9 = 2011 lehetne.

e Az utébbi két pont alapjan, ha van 224 jegy( szam, mely 5-tel kezd6dik és szamjegyeinek
Osszege 2012, akkor az a szdm vagy azon a szamok egyike lesz a keresett szam.

e Csak egyetlen 5-tel kezd6d6 224 jegyli szdm van, melynek szdmjegyeinek Osszege 2012, ez
az 5999...9, ahol 223 db 9-es szerepel a szamban. Tehdt ez a szdm a keresett szdm.

2. Az ABCD téglalap AB, illetve CD oldaldn a P és R pontok az A-hoz, illetve C-hez kozelebbi
harmadolé pontok. A Q és S pontok a BC, illetve DA oldalak felez6pontjai. Hényad része a
PORS paralelogramma teriilete az ABCD téglalap teriiletének?

Kossiik 0ssze a Q és S pontokat, és P-b0l valamint  py R C
R-bdl allitsunk merblegest QS-re, ezek talppontjai
legyenek X és Y. Mivel Q és S felez6pontok, igy
OS || AB || CD. Ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti
téglalapot a behiizott szakaszokkal 4 téglalapra bon-
tottuk. Minden téglalap teriiletének a fele tartozik a
PORS paralelogramméhoz, hiszen az tl6 felezi egy
téglalap teriiletét. Tehat a paralelogramma teriiletea A P B
téglalap teriiletének fele.

Altaldnositds: Vegyiik észre, hogy a bizonyitdsnal egyediil azt haszndltuk fel, hogy a QS szakasz
parhuzamos a téglalap egyik oldalaval. Tehat ez a bizonyitds ugyanigy mikodik (azaz a PORS
négyszog teriilete mindig fele a téglalapénak) ha P, O, R és § a téglalap négy oldalanak tetszGleges
pontjai és QS szakaszra teljesiil, hogy parhuzamos a téglalap egyik oldaldval.

Erdekesség: Az is bizonyithaté, hogy a PORS paralelogramma teriilete csak akkor fele a tégla-
lapénak, ha atloinak egyike parhuzamos a téglalap egyik oldalaval. (Tehdt a téglalap 4 oldalan
felvett P, O, R, S pontok 4ltal alkotott PORS négyszog teriilete nem a téglalap teriiletének a fele,
ha egyik 4tldja sem parhuzamos a téglalap oldalaival. Ennek bizonyitdsat az olvaséra bizzuk.) o
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3. Tizenkét egymast kdvetd pozitiv egész szam Osszege 246. Melyek ezek a szdmok?

Jeloljiik a 12 szam legkisebbikét n-nel. Ekkor az 6sszegikk: n+ (n+1)+ (n+2)+...+(n+11) =
12n + % = 12n+66. (Itt felhasznaltuk a szamtani sorozatok Gauss-féle Osszegzését.) Tehat
12n+ 66 = 246, akkor n = 15. Tehat a keresett szamok: 15,16,17,...,26. o

4. Az 1-tdl el kell jutni a 2012-ig pozitiv egész szdmokon at a kdvetkezd kétféle miivelet alkalmaza-
saval: az utoljara kapott szdmhoz 1-et adunk, vagy a szdmot megkétszerezziik. Mely szamokon
at vezet az ut 1-t61 2012-ig a lehetd legkevesebb 1épésben?

Hivatalos megoldas: Induljunk el forditva, a 2012-t61 az 1 felé! A két 1épés most: 2-vel valo
osztds, 1 kivondsa. Minél tobb 2-vel val6 osztdst célszerli elvégezni, és minél kevesebb 1
kivondsat. Minden paros szdmot tudunk osztani 2-vel, paratlan szdmbdl csak 1-et lehet kivonni.
fgy a kovetkez6 sorozatot kapjuk:

2012, 1006,503,502,251,250, 125, 124,63,62,31,30, 15, 14,7,6,3,2, 1.

Tehdt 17 1épésben juthatunk el 1-t61 2012-ig, de kevesebbel nem.

Részletes indoklds: Az el6z6 érvelésben a ,,Minél tobb 2-vel val6 osztdst célszerti elvégezni...”
gondolat nehezen bizonyithatd, viszont az egyetlen 17 1épéses szamsorozat megtaldlasidhoz elen-
gedhetetlen.

A tovdbbiakban csak azt szeretnénk megmutatni, hogy 17 1épésnél kevesebbel nem lehetséges
2012-be jutni. Gondolkodjunk 2-es szamrendszerben! Ekkor a ,,2-vel valé szorzdsndl” csak egy
0-t frunk a szdm végére. Figyeljiilk meg, hogy a két lehetséges miiveletiink sordn hogyan valtozik
meg a szamjegyek szdma, a szamjegyek Osszege, valamint ennek a két mennyiségnek az Osszege,
amit jeloljiink 7-vel! (T=szdmjegyek szdma+szamjegyek Osszege)

x2 e A szdmjegyek szdma 1-gyel nd.
e szimjegyek Osszege nem viltozik.
Ebben az esetben tehat 7' értéke 1-gyel nd.

+1 e A szdmjegyek szdma csak akkor novekszik 1-gyel, ha a szdm csupa egyesbdl allt (mas
esetben nem valtozik).

e A szamjegyek Osszege csak akkor nd 1-gyel, ha a szdm 0-ra végzodott. (Egyébként nem
valtozik, vagy csokken.)

Ebben az esetben tehat T legfeljebb 1-gyel nd, hiszen a szdmjegyek szdma és a szdmjegyek
0sszege nem ndhet egyszerre ennél a miveletnél.

Tehat barmelyik miveletet is végezziik T legfeljebb 1-gyel nd. Az 1 kettes szamrendszerben: 1),
igy neki a ,,T-je”: T =2. A 2012 kettes szamrendszerben: 11111011100(,), igy neki a ,,T-je”:
T =19. Azaz legalabb 17 miivelet sziikséges.

Ekkor még nem tudjuk, hogy 17 1épéssel lehetséges-e. Itt kell felhaszndlnunk a hivatalos megoldés
végeredményét, hogy mutassunk egy 17 1€péses szdmsorozatot.

Mivel a feladat nem azt kérdezi, hogy hdny lépéssel, hanem hogy mely szdmokon keresztiil vezet
az ut 2012-be, igy még bizonyitanunk kellene, hogy a hivatalos megoldasban megtalalt 17 1épéses
sorozat az egyetlen 17 1épéses sorozat, mellyel 2012-be juthatunk. Ennek preciz bizonyitdsa elég
nehéz, és nem tdl szép feladat, igy ezzel mar nem foglalkozunk. (Egyébként a hivatalos megoldés
alapgondolatdbdl hosszas, részletes érveléssel kihozhato.) o

- J

addé 1% — Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany 134

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

Megoldasok

XLI. verseny 2011-12.

M Megyei fordulo

1. A2, 3,4,5, 6 szdmjegyekbdl hany olyan 6-tal oszthaté négyjegyi szdm készithetd, amelynek a
szamjegyei kiilonboz6k?

Egy szam akkor oszthat6 6-tal, ha oszthat6 2-vel és 3-mal, tehét olyan paros szamokat keresiink,
melyben a szdimjegyek 0sszege oszthat6 3-mal.

Az adott szamjegyekbdl kivalasztott szamnégyesek koziil csak a 3+4+5+6 =18 és a
2+34+446 = 15 Osszeg oszthaté 3-mal, tehat ezekbdl a szdmjegyekbdl lehet 6-tal oszthato,
négyjegyl szdmokat késziteni.

A 3,4,5,6 szamjegyekbdl készithetd paros szdmok 4-re vagy 6-ra végzddnek, a tobbi szamjegy
pedig tetszbleges sorrendben lehet. Tehat 6 +6 = 12 darab 6-tal oszthaté szdm készithetd beldliik.
A 2,3,4,6 szamjegyekbdl készithetd paros szamok 2-re, 4-re vagy 6-ra végzddnek, a tobbi
szamjegy pedig tetszOleges sorrendben lehet. Tehat 6 + 6 4+ 6 = 18 darab 6-tal oszthatdé szdm
készithet6 beldliik.

Tehat 6sszesen 12 4- 18 = 30 darab megfelel6 szdmot tudunk elkésziteni. o

2. A hetedik osztdlyosok 40%-a fiu, a tobbi lany. A hetedikes lanyok 20%-a szemiiveges. A hetedik
osztaly hany szdzalékat teszik ki a nem szemiiveges lanyok?

Mivel az osztdly 40%-a fid, a 60%-a lany. A lanyok 20%-a szemiiveges, tehat %‘—e nem szemiive-
ges. % -60 = 48, tehat az osztdly 48%-a nem szemiiveges lany. o

3. Igazoljuk, hogy ha p és p? + 8 primszamok, akkor p? + p + 1 is primszam!

Ha p = 3, akkor p> +8 = 17 és p?> + p+ 1 = 13 primek, tehét igaz az allitds. Ha p # 3, akkor
p harmas maradéka 1 vagy 2. Ekkor p? hdrmas maradéka 1, tehat p? + 8 oszthaté 3-mal. Mivel
p? + 8 nem lehet 3, és oszthaté harommal, igy nem lehet prim. o

4. Egy paralelogramma az 4brdn lathat6 médon harom egyenldszaru haromszogre bonthaté. Sza-
mitsuk ki a paralelogramma szogeit.

Nevezziik el a pontokat az dbran ldthaté médon. Legyen DAB< = BCD< = «.

; g

Az abréaba beirt szogek adédnak felhaszndlva az adott egyenldszard haromszogeket illetve, hogy a

BED haromszognek a BEC< kiils6 szoge. Végiil a BCE haromszog szogeinek 0sszege 180°, azaz

o= 18500 = 36° Tehat a paralelogramma szogei 36° és 144°.
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5. Adott egy hdromszog, és a belsejében 30 pont gy, hogy ezek koziil semelyik 3 sem esik egy
egyenesbe, és barmely két belsd pont dltal meghatarozott egyenesen nincs rajta a haromszog egyik
csicsa sem. A hdromszoget kisebb haromszogekre bonthatjuk gy, hogy minden ilyen részha-
romszdg minden cstcsa valamelyik belsd pont, vagy a hdromszog csticsa, és mind a 30 belsé pont
és a 3 csucs 1s valamelyik kis hdromszog (esetleg tobbnek is) csucsa. Hany kis haromszogbdl all
a felbontas?

Jeloljiik k-val a keletkezett kis haromszogek szdmat. A kis hdromszogek szogeinek Osszege igy
k- 180°.

Szamoljuk 6ssze mds mddon is a részhdromszogek szogeinek Osszegét. A belsé pontok koriil
elhelyezkedd szogek 6sszege 30-360°, ezen kivill még a nagy haromszog cstcsaiban levé szogek
Osszege 180°. Ez 6sszesen: 30-360° 4+ 180° =61 - 180°.

A kétféle szamolds eredménye nyilvan azonos, tehat k = 61. O

- J

8. osztaly Megyei fordulo

1. Igazoljuk zsebszamologép hasznalata nélkiil, hogy
2007-2009-2011-2013 + 16

négyzetszam.

Négy egymadst kdvetd paratlan szdm szorzatdhoz adunk 16-ot, ezért érdemes altalinosan szamolni.
Egyszeriisodik a szdmolas, ha a szdmok atlagat valasztjuk 2k-nak, ahol k tetsz6leges pozitiv egész.

(2k —3)(2k — 1) (2k +1)(2k+3) + 16 = (4k* —9)(4k> — 1) + 16 =
— 16k* — 40k> 425 = (4k* — 5)°.

Belattuk, hogy az altaldnos esetben a kifejezés felirhat egy egész szam négyzeteként, ezzel iga-
zoltuk, hogy 2007 - 2009 - 2011 - 2013 + 16 négyzetszam. o

2. Allitsuk el6 2013-at a lehetd legtobb egymast kovetd pozitiv egész szam Gsszegeként.

A legkisebb szdmot n + 1-gyel, a tagok szamat k-val jelolve azt kapjuk, hogy

(n+1)+n+2)+...4+(n+k)=2013.

Ebbdl a sorrend felcserélésével adodik, hogy kn + k(k—H):2013, mert az els k pozitiv egész 0ssze-

2
e k(k; D Kettdvel szorozva és a k kozos szorz6tényez6t kiemelve kapjuk, hogy k(2n+k+1) =

4026. k és 2n+ 1 + k kiilonbozo paritdsiak, valamint 2n + 1+ k > k, ahol n, k pozitiv egészek.
Ezen feltételek mellett szeretnénk k-t a lehet6 legnagyobbnak valasztani. 4026 primtényezds fel-
bontdsa: 4026 =2-3-11:-61. k=61 és 2n+ 1 + k = 66 kielégiti az Osszes feltételt. Ha k ennél
nagyobb lenne, 2n + 1 4 k kisebb lenne ndla, ami nem lehet. Ehhez az esethez tartozé konkrét
elGallitds: n= (66 — 1 —61)/2 =2, tehdt 2013 =3 +4+4 ...+ 62+ 63. o
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3. Adjunk meg 20 nullatél kiilonb6z6 (egymastél nem feltétleniil kiilonb6z6) egész szdmot ugy,
hogy ezeket egy sorba irva barmely harom szomszédos szam Osszege negativ, de az dsszes (20
darab) szdm Osszege pozitiv legyen.

Példaul a kovetkezd konstrukci6 jé megoldast ad: a, b pozitiv egészek, a 20 szam :
a,—b,—b,a,—b,—b,...,a,—b,—b,a,—b.

Itt barmely harom szomszédos szdm Osszege a — 2b, a 20 szam Osszege pedig 7a — 13b, tehdt a
feltételek szerint egyrészt a —2b < 0, mésrészt 7a — 13b > 0. A két egyenletet atrendezve €s Ossze-
vetve kapjuk, hogy ?b < a < 2b,azaz 13b < T7a < 14b. A kapott egyenlStlenségeket kielégitik
példaul az a = 17,b =9, illetve az a = 27,b = 14. Ezekbdl a kovetkezd két megfeleld sorozatot
kapjuk:

17,-9,-9,17,—-9,-9,...,17,—9,-9,17, -9;
27, —14,—14,27,—14,—14,...,27,—14,—14,27, —14.

Szamos ezektdl kiilonbozd helyes megoldds taldlhatd, példaul

9,-2,-8,9,—2,-8,...,9,—2,-8,9, —2. O

4. Az ABC derékszogii haromszog AB befogéjan a P, BC befogdjan pedig a Q pontot ugy vettiik fel,
hogy AP = CB és BP = CQ. Igazoljuk, hogy az AQ és CP szakaszok szoge 45°.

A D Egészitsiik ki az ABC derékszogl haromszoget az dbran lathaté moé-
don az ABCD téglalappa. Az E pontot vegyiik fel a CD oldalon ugy,
hogy AE parhuzamos legyen CP-vel. Ekkor APCE paralelogramma,
igy szemkozti oldalai egyenl6 hossziiak. A téglalap oldalhosszdbol
N E kivonva a paralelogramma oldalhosszét kapjuk, hogy DE = BP. A
feltétel szerint BP = CQ, tehat DE = CQ. CE =AP = BC = AD, tehat
CE = AD. 1gy az AED és EQC haromszogek egybevagéak, mert be-
p fogéik paronként egyenld hossziiak. Igy AE = QF és QEA<t = 90°,
mert a mellette 1év6 két szog egy derékszogli haromszog két hegyes-
szoge, melyek Osszege 90°. Tehdt AEQ egyenlGszaru derékszogl
haromszog, igy QAE < = 45°. Mivel AE parhuzamos CP-vel, ezért
az AQ és CP szakaszok szoge is 45°. o

B 0 o

5. Egy 5x5-0s tdbldzat mind a 25 mezdjébe +1-et, vagy —1-et irtunk. Minden sor jobb oldaldra
irtuk a sorban szerepld szdmok szorzatit, és minden oszlop ald az oszlopban szerepld szamok
szorzatat. Lehet-e az igy kapott 10 szam Osszege 0?

Szorozzuk 0ssze az egyes sorok végére és az egyes oszlopok aljara irt 5-5 szamot. Ebben a
szorzatban a tdbldzatban 1évé Osszes szam pontosan kétszer szerepel szorzotényezdként. A
tabldzatban minden szdm négyzete 1, ezért ez a szorzat is biztosan 1. Igy a felsorolt 10 szdm
kozott biztosan paros szdmu —1-es szerepel. Masrészt az Osszeg csak ugy lehetne 0, ha 5 darab
+1 és 5 darab —1 szerepelne. Az 5 pdratlan, ezzel beléttuk, hogy a 10 szdm Osszege nem lehet 0.

- J
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Melyik az a legkisebb, tizes szdmrendszerbeli pozitiv egész szdm, amelyben a szamjegyek szor-
zata 2007

200 =15-5-2-2-2. Minden szdmjegy a primtényezdk szorzata (vagy 1). A 200-at nem lehet ugy
két tényezdre bontani, hogy mindkét tényezd szdmjegy legyen, igy a szdm legalabb haromjegyd.
Ekkor a szdmjegyek csak az 5,5, 8 szamok lehetnek, hiszen az 5 -2, nem szdmjegy. Az ilyen jegy(
szamok kozott az 558 a legkisebb.

2. Adjunk meg hirom kiillonboz6 pozitiv egész szamot ugy, hogy a k6zE€psd szam a masik kettd
Osszegének a fele és a hdrom szadm szorzata egy egész szam négyzete legyen.

Ha taldlunk harom olyan négyzetszamot, amelyekre teljesiil, hogy a kozépsd szam a masik kettd
Osszegének fele, akkor készen vagyunk, mivel négyzetszamok szorzata négyzetszdm. Konnyen
lathatd, hogy az 1,25,49 szdmharmas j6 lesz, mivel 25 = 152,

Megjegyzés. Ha a < b < ¢ harom kiillonboz6 pozitiv egész szam ugy, hogy a k6z€psd szdm a

masik kett6 6sszegének a fele, azaz b = “T“, akkor tetszbleges x pozitiv szammal vett szorzatukra,
a-x <b-x < c-x-reis teljesiil ez, mivel ekkor b -x = ‘l"zﬂ (Harom ilyen tulajdonsagu szamot

haromtagu szdmtani sorozatnak neveznek.) A fenti hdrom szdm a,b,c szorzata a- b - ¢, ami nem
kell, hogy négyzetszam legyen. Ha most végigszorozzuk az a,b,c harmast az x = a - b - c-vel,
akkor az a®>-b-c,a-b*-c,a-b-c* szamharmast kapjuk, ahol mar a szdmok szorzata négyzetszam:
at bt ct = (a® - b*-?)>

Tehat masik megoldast kaphatunk, ha példaul az a = 1,b = 2,¢ = 3 szamharmast végigszorozzuk
a szorzatukkal, 1-2-3 = 6-tal. Azaz a 6,12, 18 egy masik j6 megoldas.

3. Szémitsuk ki 1-t61 10000-ig a pozitiv egész szamok szamjegyeinek Osszegét.

Els6 megoldas: Tegyiik félre a 10000-et. Leszdmolhatjuk a kérdéses 0sszeget helyi értékenként is.
0 <n <9999 szamok kozott minden helyi értéken minden szamjegy pontosan 1000-szer szerepel.
Ugyanis egy rogzitett szamjegy mellett a maradék harom hely 10-10- 10 féleképpen tolthet6 ki. (Itt
pl. 0024-ként gondolunk a 24-re). A tiz szdmjegy 6sszege O+ 1+4+2+34+4+54+6+7+8+9 =45.
Tehat az egyesek helyi értékén 1€v6 szamjegyek Osszege 45 - 1000 = 45000. Hasonldan a tizesek,
szazasok, ezresek helyi értékén. Ez 4 -45000 = 180000 €és ehhez jon még a 10000 jegyeinek
Osszege.

Masodik megoldds: Tegyiik félre a 10000-et. Vegyiik észre, hogy a 0 és a 9999 szdmjegyeinek
osszege 36. Hasonléan az 1 és a 9998 szamjegyeinek az 6sszege is 36. Altalaban is igaz az 4llitds!
Jelolje S(n) az n természetes szam szdmjegyeinek az osszegét. Ekkor S(n) +5(9999 —n) =4-9 =
36, ahol 0 < n <9999. 5000 ilyen part lehet képezni. Eddig 5000 - 36 = 180000 az Osszeg.
Hidnyzik még a 10000 szamjegyeinek az dsszege. A valasz tehat 180001. o

4. Van 60 darab 1 cm oldalu kis kockank, tomor téglatestet akarunk beldliik épiteni. Hany kiillonb6z6
tomor téglatest épithetd ezekbdl, ha az épitéshez mind a 60 kis kockat fel kell haszndlni?

Els6 megoldas: 60 =2-2-3-5. Jeloljiik a téglatest oldalait a-val, b-vel és c-vel, tovabba tegyiik
fel, hogy a < b < c. Téblazatban adjuk meg a lehet&ségeket:

a1 |1 |11 |11 |2]|2]2|3
b| 12|34 ,5|6|2]3]5
c|60(30]20 151210151065

N
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Tehat 10 téglatestet lehet 6sszedllitani.

Masodik megoldas: A 60 =2-2-3-5 primtényezgit kell 3 csoportba osztani (egy csoport iires is
lehet, ekkor a kocka ezen €le 1 hosszi). Az elsd esetben a 3-as €s 5-0s primtényezd kiilonb6z6 cso-
portba keriiljon. Ekkor harom lehetséges kockat kapunk, ha a két 2-es primtényezd egy csoportba

keriil.
al 2-2 1 1
3.2:213.2-2 3
c 5 5 5-2-2

Még hiarom lehetséges kockdt kapunk, ha a két 2-es primtényez6 kiilonbozd csoportba kertil.
a 1 2 2
b|3-23-2] 3
c|52] 5 |52

A masodik esetben a 3-as és 5-0s primtényezd azonos csoportba keriil. Két lehetséges kockat
kapunk, ha a két 2-es primtényez0 egy csoportba keriil. Még két lehetséges kockat kapunk, ha a
két 2-es primtényez6 kiilonboz0 csoportba kertil.

a 1 1 1 2
2-2 2 2
c|3-52:23-5|3-5-2|3-5
Tehat 6sszesen 242 + 3 + 3 = 10 lehetdség van. o

- J

1. Hény olyan tizes szamrendszerbeli hdromjegyli szam van, amelyben a szdmjegyek (balrdl jobb-
ra), novekvo sorrendben kovetik egymast? Es hany olyan van, amelyben csokkend sorrendben
kovetik egymdst?

Novekvo sorrend: Mivel a szdm nem kezdddhet O-val, igy csak a maradék 9 szamjegyet hasz-
ndlhatjuk. A novekedés miatt a jegyeknek kiillonbozbéeknek kell lenniiik. Szamoljuk meg, hogy
hany olyan haromjegy( szdm van, aminek a jegyei kiilonboz6ek, de nem feltétleniil novekeddek.
Az elsd jegy 9-féle, a masodik 8-féle, ami utdn a harmadik 7-féle lehet. Mivel barmely elsé jegy
véalasztasa esetén lehetséges a maradék 8 jegy stb., igy a lehetdségek Osszeszorzodnak, vagyis
9-8-7 =504 ilyen szam létezik. Ha kivalasztunk 3 kiilonb6z6 szamjegyet (példaul 6,4,8), akkor
ezeket 3-2 -1 = 6 féleképpen rakhatjuk sorba (468,486,648,684,846,864), de ezek koziil csak 1
esetben lesz a sorrendjiik novekedd. Azaz az 504 szdmndl minden jo esetet 6-szor szamoltunk, a
végeredmény % = 84.

Csokkend sorrend: Most mind a 10 szdmjegyet hasznalhatjuk, €s az el6z6 eset mintdjara most

1_0'69'8 = 120 lehetSség van.

Megjegyzés. Az els6, majd a masodik jegy lehetséges értékeit megvizsgélva is megkaphatjuk a
megoldast. Péld4ul 3-mal kezd6d6 novekedd haromjegyli szdm 15 van, mert a masodik jegy lehet
4,5,6,7,8. A4d-etaz5,6,7,8,9 kovetheti, ami 5 lehetdség. Hasonldan az 5-6t 4, a 6-ot 3, a 7-et 2,
a 8-at 1 féleképpen folytathatjuk. Ez 6sszesen 5 +4 +3 +2+ 1 = 15 lehet6ség. o
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2. Hany olyan 4-jegyd, tizes szdmrendszerbeli szdm van, amely nem valtozik, ha felcseréljiik az
egyesek és az ezresek helyén 4ll6 szamjegyét?

Az egyesek és ezresek helyén all6 szdmjegynek meg kell egyeznie. EISl nem éllhat O, ezért itt
O-féleképpen valaszthatunk. Vegyiik észre, hogy a szdzasok és a tizesek helyére barmit tehetiink a
10 szamjegy koziil. Ezek szerint 9-10- 10 = 900 a megoldas. o

3. Leirjuk egymds mellé sorra 1-t6] kezdve a pozitiv egész szdmokat:
123456789101112... Melyik szamjegy all ebben a sorban a 2012-edik helyen?

Az egyjegyliek lefrdsdhoz 9 szamjegy kell. 90 darab kétjegyli szam van, ezek leirdsdhoz 180
szamjegy kell. Ez eddig 189 szdmjegy. Hidnyzik még 2012 — 189 = 1823 szdmjegy. Ezek
mind egy-egy hiromjegyl szdm szdmjegyei lesznek. Az 1823 harmada 607 és marad még 2.
A 607-edik haromjegyl szdm 99 + 607 = 706. Tehat a kovetkezd szdm kozépsd jegyét kellett
megkeresniink. Ez a 707 méasodik jegye, azaz 0.

4. Egy 5 cm oldald szabédlyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 1 cm oldalu kis
szabdlyos haromszogekre bontottunk. Hény olyan szabdlyos haromszdg van, amelynek csticsai
az igy kapott halo racspontjai koziil keriilnek ki?

[N/ ONIN/N
N/ X/

<
PN N

Az oldalak hossza szerint szdmoljuk le a haromszogeket.

1 cm oldalubdl van 25.

2 cm oldalubdl 10 + 3 = 13 (3 ,.fejjel” lefelé).

3 c¢cm oldalubdl 6.

4 cm oldaliibol 3 darab és 5 cm oldalubdl 1.

A tovéabbiakban csak a racspontokra figyeliink, nem foglalkozunk az 6ket 0sszekotd szakaszok-
kal. Keressiink az dbran olyan hatszdgeket, amelyeknek masodszomszédos csucsait 0sszekot-
ve szintén szabdlyos haromszoget kapunk. Egységnyi oldalu szabalyos hatszég 1 +2+3 =6
darab van, mindegyikbe 2-2 kiilonboz6 szabdlyos haromszoget irhatunk. Ez djabb 12 db ha-
romszog. Taldlhaté olyan hatszog is, amelynek oldalai 1,2,1,2,1,2 egységnyiek. Ezekbdl
1+2+1=4 db van (1 ,fejjel” lefelé), tehdat 8 ujabb haromszoget taldltunk. Van még egy
1,3,1,3,1,3 oldali hatszdg is, ebbe tjabb 2 szabdlyos hdromszoget lehet rajzolni. Ez 0sszesen
25+13+6+3+14 12+ 842 =70 szabdlyos haromszog.

A versenyen nem volt elvards az utols6 22 hdromszog megtaldlasa.

Masodik megoldas: A hélénak vegyiik egy racspontjat (fekete pontokkal jeloltiik az dbrdkon).
Hény olyan szabdlyos racs-haromszog van, aminek ez a csticsa? Ha egy ilyen szabdlyos harom-
szoget elforgatunk 60° fokkal, akkor az egyik csicsa atfordul a masikba. Az egész hal6 60° fokos
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elforgatottjdnak (zo6ld az dbrdkon) és az eredeti hdlénak a metszésracspontjai (piros pontok az 4b-
rdkon) szdma pont megadja a keresett szabalyos haromszogek szamat.

Ezt kell 6sszeszamolnunk a halé minden racspontjara. A kovetkez6 dbrdn a racspontokba frt sza-

mok mutatjak, hogy hdny szabélyos hdromszognek cstcsa az a racspont. (Gondoljuk meg, hogy a
szimmetria miatt az el6bbi 6t dbra elég ehhez!)

Az édbran lathaté szdmok Osszege pont a keresett szabdlyos hdromszogek szdmanak hdromszo-

rosit adja, mivel minden hiaromszoget minden csucsdndl megszamoltunk. Tehat a megoldas
3-54+6-94+6-1143-124-3-13 __ 70 o
3 =70.

- J

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Két pozitiv egész szam kiilonbsége 2012. Ha a nagyobbik szdm végérdl elhagyjuk a 0 szdmjegyet,
akkor az igy kapott szamnak a 6-szorosa a kisebbik szam. Melyik ez a két szdm?

Legyen a két keresett szdm x és y, ahol x > y. Ha egy szdm végérdl elhagyjuk a 0 szdmjegyet,
akkor a szdm a tizedére csokken. Ebbdl kovetkezik, hogy y éppen az x %—e, hiszen a tizedének a

6-szorosa. Ha viszont egy szdmbdl kivonjuk a %-ét, akkor marad a %-e. Vagyis tudjuk, hogy x %-e
éppen 2012. Ebbdl kovetkezik, hogy x = 5030, mig y = 3018. o
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2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amely oszthat6 7-tel, de 2-vel, 3-mal, 4-gyel és 5-tel
osztva mindig 1 maradékot ad?

Ha az n szam 2-vel, 3-mal, 4-gyel és 5-tel osztva is 1 maradékot ad, akkor az azt jelenti, hogy
n— 1 oszthat ezekkel a szamokkal. Vagyis n — 1 oszthaté 60-nal. Keressiik tehat a 60k 4- 1 alaku
szamok kozott a legkisebb olyat, ami 7-tel oszthat6. k = 5 esetben kapunk el6szor 7-tel oszthatd
szamot, vagyis a valasz 301. o

3. Adjunk meg 4 kiillonboz6 pozitiv egész szdmot gy, hogy ha ezeket paronként 6sszeadjuk, akkor
a kapott szamok hat egymast kdvetd pozitiv egész szamot alkotnak.

Legyen a 4 szdm: a < b < ¢ < d. Ekkor a+ b a legkisebb a 6 szdm koziil és a + ¢ a masodik
legkisebb. Mivel a masodik 1-gyel nagyobb az elsdnél, ezért ¢ 1-gyel nagyobb b-nél. Hasonléan
c+d a legnagyobb és b+ d a masodik legnagyobb. Igy ¢ 1-gyel nagyobb b-nél. Azt is tudjuk,
hogy c+d 5-tel nagyobb a+b-nél. Tehatc+d =b+d+1¢ésc+d=a+b+5. Ebbdl kovetkezik,
hogy d = a+4. Vagyis azt tudjuk, hogy a < b < b+1 < a+4. Mivel ezek egész szdmok, ezért két
lehet6ség maradt: 1) b=a+ 1, illetve 2) b = a+2. Az elsd esetben a szdmok: a,a+1,a+2,a+4,
amikbdl a képzett 6 szam: 2a+1,2a+2,2a+3,2a+4,2a+5,2a+ 6, vagyis tetszéleges a esetén
6 egymadst kovetd egész szdm. A madsodik esetben a szdmok: a,a+2,a+ 3,a + 4, amikbdl a
képzett 6 szam: 2a+2,2a+ 3,2a+4,2a+ 5,2a + 6,2a + 7, amely szintén tetszOleges a egész
esetén 6 egymadst kovetd egész szam. Tehdt pl. az 1,2,3,5 szamok megfelelnek a feltételnek. o

4. Az 5x5-0s sakktabla minden mezdjére egy-egy ,,.bogarat” tesziink. Adott id6 alatt minden bogar
atmdszik valamelyik élszomszédos mezdre. El6fordulhat-e, hogy ekkor is minden mezdn lesz
bogar?

Nem, ez nem fordulhat eld. Egy ilyen sakktdblan 13 fekete €s 12 fehér mez6 van. Viszont ha
egy bogar fehér mez6n van, akkor egy fekete mezdre kell 4tmdsznia és forditva, hiszen minden
élszomszédos mezd ellentétes szinli. Vagyis a 13 fekete mezdén 1évé bogar mindegyike fehér
mezOre maszik at, de fehér mez6bdl csak 12 van, igy biztosan lesz olyan fehér mez6, amire
legalabb 2 bogar mészott at. Ekkor viszont lesz olyan mezé is, ami iiresen marad. o

- J

1. Melyik nagyobb: 2300 vagy 32007

Tudjuk, hogy 23%0 = (23)100 — 8100 " M4srészt 3200 = (32)100 = 9100 Mivel a kitevék igy mar
megegyeznek, de 8 < 9, igy 2300 < 3200,

2. Szamitsuk ki minél egyszeriibben a kovetkezd Osszeget:

Ly Ly L by !
29 312 4-15 5-18 319

Emeljiink ki %—ot, ekkor az 0sszeg ilyen alaku lesz:

11+1+1+1++1
3\2:3 34 4.5 5.6 ~ 31-32)°
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1 _ (a+1)—a
a-(a+1) = a-(a+l)

111+1 1+1 1+ +1 1+1 1
3 4 4 5 77 '

A tovabbi atalakitdshoz segit a kdvetkezd otlet:
0sszeg:

—1_ 1 4
=7 =T Ezt felhasznalva az

3\2 3 30 31 31 32

kifejezésre egyszerlisodik a miiveletek elvégzése utan.

1/1 1\ 115 5 o
3\2 32/ 3 32 32

3. Egy futéversenyen két csapat indult, mindegyik csapat 7 versenyz&vel. Mindenki annyi pontot
kapott 1 és 14 pont kozott, ahdnyadik helyen végzett (holtverseny nem volt). A végén Osszeadtak
a csapattagok pontjait, ez lett a csapatverseny eredménye. Tehdt az a csapat gy6zott, amelyiknek
kevesebb pontja lett. Hanyféle pontszamot érhetett el a gydztes csapat?

A legkevesebb pontot ugy érheti el egy csapat, ha a tagjai végeznek az elsé 7 helyen. Ekkor
14+2+...4+7 =28 pontja van a csapatnak, ennél tehat nem lehet kevesebb. A versenyzdk
Osszesen 105 pontot szereznek, hiszen 142434 ...+ 14 = 105. Ha egy csapat nyert, akkor
kevesebb pontja van, mint a masiknak, igy a gydztes csapatnak legfeljebb 52 pontja lehet.

Még meg kell mutatnunk, hogy ezek és a kozbiilsé értékek is lehetségesek. A 28-r6l mar lattuk.
Ebbdl kiindulva és a 7-et rendre 8-ra, 9-re, ..., 14-re cserélve 35-ig megkapjuk az Osszes egészt.
Mivel 24344+ ...+7 =27, igy rendre 9,10,..., 14-et hozzdadva megkapjuk a 36,37,...,41
Osszegeket. 34445+ ... 48 = 33, ehhez hetedikként rendre 9,..., 14-et adva megkapjuk a
42,...,47 osszegeket. 14+2+3+7+8+13+14=48. 44+5+6+...+9 = 39, ehhez rendre
10,11,12, 13-at adva megkapjuk a hidnyzé 49,50,51,52 osszegeket. O

4. Hany olyan 3, 4 és 5 hosszusagu sorozat van, amelynek minden tagja a 0 vagy az 1 szdmjegy, és
nincs benne két szomszédos 1?7

A megoldast a lehet6ségek felsoroldsdval végezhetjilk el. Rendezziik a sorozatokat eldszor a
hosszuk, majd pedig a benne szerepld 1-esek szdma szerint: 3 hosszusiagu sorozatok: 000, 100,
010, 001, 101.

4 hosszusagu sorozatok: 0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1010, 1001, 0101.

5 hosszisdgu sorozatok: 00000, 10000, 01000, 00100, 00010, 00001, 10100, 10010, 10001,
01010, 01001, 00101, 10101. Tehét 3 hosszisagubol 5, 4 hossziisdgubdl 8, 5 hosszusagubdl pedig
13 darab van, ami Osszesen 26 darab megfelelS sorozat. (Feltling lehet, hogy az 5, 8, 13 harom
egymast kovetS Fibonacci-szam. Altaldban igaz az, hogy adott hosszisagii megfelel§ sorozatok
szdma minden esetben egy Fibonacci-szam.) O

- J

1. Szamitsuk ki a kovetkezd 13 tort osszegét:

11 1111 111111 11...11

13+ 1313+ 131313+”'+ 13...13
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Vegyiik észre, hogy % = % = %, vagyis 101-gyel lehet egyszertsiteni. A kovetkezd tortnél

10101-gyel és igy tovabb. Lathatd, hogy 13 darab %—ot kapunk, tehdt az eredmény ennek a
13-szorosa, azaz 11. o

2. Tiz kiilonbozd pozitiv egész szam Osszege 62. Igazoljuk, hogy a szdmok szorzata oszthat6 60-nal.

60 =3-4-5. A 3,4 és 5 paronként relativ primek, azaz legkisebb kozos tobbszorosiik a 60, igy
elég belatni, hogy a kérdéses szorzat oszthatd 3-mal, 4-gyel és 5-tel. Megmutatjuk, hogy az adott
10 pozitiv egész kozott van 3-mal, van 4-gyel és van 5-tel oszthato.

Indirekt bizonyitdst alkalmazunk. Tegyiik f6l, hogy nincs 3-mal oszthat6 kozottiik. Ekkor vegyiik a
10 legkisebb ilyen tulajdonsdgi szam Osszegét: 1+2+4+5+74+8+10+11+134+14 =75 > 62.
A kérdéses 10 szam Osszege legalabb ekkora, ez ellentmondds. Tehét van 3-mal oszthaté a szamok
kozott.

Ha nincs kozottiik 4-gyel oszthatd, akkor az 6sszeg legalabb 1 +24+3+54+6+7+94+ 10411+
13 =67 > 62, ami szintén ellentmondast ad.

Ha nincs kozottiik 5-tel oszthatd, akkor az 6sszeg legaldabb 1 +2+4+34+4+64+7+84+9+ 11412 =
63 > 62, és igy ismét ellentmondédshoz jutunk.

Belattuk, hogy a szdmok kozott van 3-mal, van 4-gyel és van 5-tel oszthatd is, igy a kérdéses
szorzat oszthat6 a 60-nal.

3. Az a, b és c szamjegyeket jelol. Van-e négyzetszam az abcabc alakud hatjegyii tizes szamrend-
szerbeli szdmok kozott?

Vegyiik észre, hogy abcabc = 1001 -abe. Az 1001 primtényez8s alakja 1001 =7-11-13. Ha lenne
az ilyen alakd szdmok kozott négyzetszam, akkor abc oszthaté lenne 7-tel, 11-gyel, 13-mal, hiszen
77112 13% . A2 alakiinak kellene lennie abcabc-nek. A fentiek miatt ekkor 1001 =7-11-13 | abc,

ami nem lehet, mert abc haromjegyi. Tehdt nincs ilyen négyzetszam.

4. Melyek azok az n egész szamok, amelyekre a 3n”J:36 tort ért€ke egész szam?
~ .. p . s 12144, 3(n43)—15 15 £
Els6 megoldas: Alakitsuk at a szamldlot: == —5— =3 — ;=5. Ez pontosan akkor lesz egész, ha

% is egész. Tehét az n+ 3 kell, hogy a 15-nek osztdja legyen.

Ez a kovetkezd n értékek esetén teljesiil: —18, -8, —6,—4,—2,0,2,12.
Masodik megoldas: Tegyiik fel, hogy 3}1”’6 egész, értéke legyen A. Ekkor 3n—6 = A(n+ 3).

+3
Rendezve
3n—6=An+3A
An—3n+3A+6=0.
Szorzattd alakitva: (A —3)(n+3) = —15. A megolddsokat lasd az el6z6 megoldasnal. O

5. Egy tetszbleges haromszoget daraboljunk fel négy egyenldszard haromszogre.

Minden haromszdgnek legalabb egy magassagvonala beliil van a haromszdgon. Ez a legnagyobb
sz0g csucsabol kiindulé magassdgra biztosan igaz, ugyanis ha a magassdg nincs beliil, akkor
a szemkozti oldalon fekvd szogek egyike nem hegyesszog, de ekkor ez lenne a haromszog
legnagyobb szoge, holott az az oldallal szemko6zt van. Hizzuk be ezt, a talppont legyen D. Majd a
keletkezett két derékszogli haromszog atfogdjanak felezOpontjat (E €s F) kossiik 0ssze D-vel. A
kapott haromszogek egyenlészariak.
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C Ez kovetkezik egyrészt a Thalész-tételbdl, mert
eszerint az ADC és BDC derékszogek miatt D rajta
van az E koriili, EA = EC sugaru, valamint az F ko-
riilli, FB = FC sugart koron, vagyis ED = EA=EC,

F E és FD=FB=FC.

Masrészt példdul F-re tiikrozziik kozéppontosan az

ACD derékszogii haromszoget. A D tiikorképe le-

gyen D'. Az A képe C, a C képe A. Igy az ADC és

CD'A sz6gek is derékszogek. A CD és AD' egyene-

A D B sek parhuzamosak, igy a D'AD szog egyenlé a CDA

szoggel, vagyis derékszog.

Emiatt a CDAD' négyszog negyedik szoge is derékszdg, mert szogosszege 360°. Tehit ez egy
téglalap. Ennek atl6i egyenld hossziak és felezik egymast, tehat egyenldszard haromszogeket
kapunk (két-két oldaluk az atl6k hosszanak felével egyenl6). Hasonl6képpen jarhatunk el a masik
két hdromszog esetén is. o

- J

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. 13 kiilonb6zd pozitiv egész szam Osszege 92. Melyek ezek a szdmok?

A kérdéses 13 pozitiv egész szdm legyen x; < xp < ... <x13. Ezekre x; > 1, x > 2, és igy tovébb,
x13 > 13. Igy ezeket osszeadva a kérdéses Gsszeg legalabb a 13 legkisebb pozitiv egész szam
Osszege, azaz % = 91. Ennél 1-gyel kapunk nagyobbat a feladatban szerepld esetben, igy az
elébbi 13 egyenl6tlenség koziil pontosan az egyiknél nem all egyenléség. De ha a x; > k, akkor
a xg1 > k+1, igy nem csak egy helyen 4dllna szigort egyenlGtlenség, kivéve ha k = 13. Tehat

pontosan az utolsé egyenldtlenségnél van szigord egyenldtlenség, és itt x;3 = 1341 = 14.
fgy a keresett szdmok az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 14. o

2. Egy régi feladat: ,,Egy gazdag ember elment a vasarba €s vett kecskéket, birkakat és malacokat.
A kecskék darabjaért 2 aranyat, a birkdk darabjaért 4 aranyat, a malacok darabjaért 5 aranyat
fizetett, igy Osszesen 54 aranyat adott ki az allatokért. 22 allatot vitt haza a vasarbdl. Hanyat vitt
haza az egyes dllatfajtdkbol?”

Legyen x kecske, y birka, z malac. Folirhatjuk a szoveg alapjan a kovetkezd két egyenletet:

xX+y+z=22
2x+4y+5z=54.

Szorozzuk meg az elsd egyenletet 2-vel:
2x+2y+2z=44.

Vonjuk ki ezt a misodik egyenletbdl:

2y+3z=10.
Itty,z>0miatt 1 <y <4, 1<z7<3. Az eseteket végignézve csak az y = 2,z = 2 megoldas, innen
pedig x = 18.
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Ez valéban j6 megoldds, hiszen az eredeti egyenletekbe visszahelyettesitve:

2+2+18=22
2.1844-2+45.2=>54.

Tehat 18 kecskét, 2 birkat é€s 2 malacot vitt haza. o

3. Az aés b szdmjegyekrdl tudjuk, hogy a-b = a+ b+ 1. Melyek lehetnek a 10a + b alaku kétjegyt
szamok?

Rendezziik at az adott egyenletet:
a-b—a—b=1.

Adjunk mindkét oldalhoz 1-et, majd alakitsunk szorzatta:
(a—1)(b—1)=2.

A bal oldal egész szamok szorzata, és a>1, igy a—1>0, tehat vagy a—1 =1, b—1 = 2, vagy

a—1=72,b—1 = 1. Ez alapjan a keresett szamok a 23 és a 32 (ezek valoban jok is). o
4. Adott egy 120°-0s szarszogii egyenl6szard harom- C

sz0g. Daraboljuk fel 5 egyenl6szari haromszogre.

Bontsuk fel a 120°-0s szoget négy 30°-os szogre.
Hasznéljuk fel, hogy a szabdlyos hdromszog koriil-
irt korének kozéppontjat a csicsokkal osszekotve
harom darab egyenl6szari haromszoget kapunk, A D E B

hiszen ez a pont (O) mindhdrom csucstdl (C,D,E) egyenld tavolsdgra van. Mivel az eredeti
haromszog alapon fekvé szogei 30°-osak, ezért a CAD és a CEB haromszogek is egyenlszariak.

- J

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

n2+5n+10
n+3

1. Melyek azok az n egész szamok, amelyekre az tort értéke is egész szdm?

Alakitsuk at a kifejezést:

2
5 10 2 3)+4 4
mASt10_ (nA2)ntd) 4, 4
n+3 n+3 n+3

Ez pontosan akkor lesz egész, ha n+ 3 osztdja 4-nek. A 4 osztéi: 4,2,1,—1,—2,—4, amibdl n
lehetséges értékei: 1,—1,—2,—4,—5,—7. O

2. Lehet-e 2'% Jegaldbb két egymadst kovetd pozitiv egész szdm Osszege?

Nem lehet. Felhasznaljuk, hogy 2!°' 0szt6i mind 2 hatvdnyok, beleértve az 1 = 2°-t is, tehat
paratlan osztdja csak az 1. Indirekten bizonyitunk: Tegyiik fel, hogy

(n+1)+m+2)+n+3)+...+ (n+k) =210
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és k > 2. A bal oldalt 6sszegezve: n-k+ @ =219, Sz0rozzunk végig 2-vel:

2-n-k+k(k+1)=2"1

A bal oldalon kiemelhetjiik k-t: k(2n+k+ 1) = 2'01. Ertelmezziik az utbbi egyenlSséget! Ha
k paratlan, akkor csak 1 lehet, de k > 2. Ha k paros, 2n+k+ 1 > 1 paratlan, de 2101_pek ilyen
osztdja nincs. Ezzel ellentmonddésra jutottunk. o

3. Egy szabdlyos dobdkockat haromszor feldobunk. Hényféle eredményt kaphatunk, ha csak az
szamit, hogy hany 1-est, 2-est, 3-ast, 4-est, 5-6st, 6-ost dobtunk?

Els6 megoldds: A lehetéségeket megadhatjuk felsoroldssal. A dobott értékeket rakjuk nem csok-
kend sorozatba. Ha két 1-est dobtunk, akkor a harmadik dobas hatféle lehet, (1,1,1); (1,1,2);
(1,1,3); (1,1,4); (1,1,5); (1,1,6). Ez 6 lehetoség. Ha az 1-es utdn 2-est dobtunk, akkor (1,2,2);
(1,2,3); (1,2,4); (1,2,5); (1,2,6). Ez 5 lehet6ség. Ha az 1-es utdn 3-ast dobtunk, akkor (1,3,3);
(1,3,4); (1,3,5); (1,3,6). Ez 4 lehet6ség. Ha az 1-es utdn 4-est dobtunk, akkor (1,4,4); (1,4,5);
(1,4,6). Ez 3 lehetGség. Ha az 1-es utdn 5-0st dobtunk, akkor (1,5,5); (1,5,6). Ez 2 lehet6ség. Ha
az l-es utidn 6-ost dobtunk, akkor (1,6,6). Ez 1 lehet6ség. Ez 6sszesen 1 +2+3+4+4+54+6 =21
lehetdség. Hasonléan adddik a 2-essel is. (2,2,2); (2,2,3); (2,2,4); (2,2,5); (2,2,6). Ez 5 lehet6ség.
Ha a 2-es utdn 3-ast dobtunk, akkor (2,3,3); (2,3,4); (2,3,5); (2,3,6). Ez 4 lehetoség. Ha a 2-es
utdn 4-est dobtunk, akkor (2,4,4); (2,4,5); (2,4,6). Ez 3 lehet6ség. Ha a 2-es utdn 5-6st dobtunk,
akkor (2,5,5); (2,5,6). Ez 2 lehet6ség. Ha a 2-es utan 6-ost dobtunk, akkor (2,6,6). Ez 1 lehet6ség.
Ez Osszesen 1 +2+43 44 +5 = 15 lehetdség. Analog modon adodik, hogy 3-assal kezdve
1424344 =10, 4-essel kezdve 1+ 2+ 3 = 6, 5-0ssel kezdve 1 + 2 = 3, ha mind hatos, akkor
az 1 lehet6ség. A fenti hdromszog szdmokat 6sszegezve: 1 +3+ 6+ 104 15421 = 56.

Misodik megoldds: Irjunk le 5 db 0-t, és minden dobés utén irjunk az n-edik 0 elé egy 1-est, ha
a dobds eredménye n = 1,...,5, és egyet az 6todik O utdn, ha 6-ot. Igy kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetést tudunk létrehozni a dobasok eredménye és az olyan 8 hosszi 0-1 sorozatok
kozott, melyekben 3 db 1-es szerepel. Tehdt elég az ilyen sorozatokat megszamolnunk. Minden
ilyen sorozatot megkapunk ugy, hogy lefrunk 8 db 0-t, majd 3-ra rdmutatunk, és ezeket 1-re
valtoztatjuk. El6szor 8 db 0 koziil valaszthatunk, mdsodszorra 7 koziil, végiil a maradék 6 koziil,
de az mindegy, hogy milyen sorrendben vélasztjuk az egyes 0-kat, amiket atirunk, ezért 6sszesen

876 __ .
377 = 56 ilyen sorozat van. o

4. Az ABC hiromszog AB és AC oldaléra (kifelé¢) megszerkesztjiik az ABDE és ACF G paralelog-
rammadkat. A DE és F G egyenesek a P pontban metszik egymast. A B, illetve C ponton it az AP
egyenessel parhuzamosokat hizunk, ezek a DE, illetve FG egyeneseket a Q, illetve R pontban
metszik. Igazoljuk, hogy BCRQ paralelogramma, és ennek teriilete egyenlé az ABDE és ACFG
paralelogrammdk teriiletének osszegével.

A feladat feltételeibdl kovetkezik, hogy AC || PR és AP || CR, azaz ACRP paralelogramma. Hason-
16an lathatd, hogy ABQP is paralelogramma. Ezekbdl kovetkezik, hogy az RC és a PA, illetve a PA
és a OB szakaszok paronként parhuzamosak és egyenld hossziak, tehat a BCRQ négyszogben az
RC és OB szemkozti oldalak parhuzamosak €s egyenld hossziak, azaz a BCRQ paralelogramma.
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Jeloljik az AP egyenesnek a OR,
illetve BC szakaszokkal valé met-
széspontjit rendre S-sel, illetve T-
vel. Az STCR és OBTS négyszo-
gek paralelogrammdk (szemkozti
oldalaik parhuzamossdga miatt) és
teriiletiik 0sszege a BCRQ parale-
logramma teriiletével egyenld.
TappDE = TABQPa mert mindkét pa-
ralelogramma alapja az AB sza-
kasz és a magassdga az AB és ED
parhuzamos egyenesek tavolsiga.
Hasonl6an igazolhat6k a kovetke-
z0k is: Tacrc = Tacrp, Taor =
Tprsg, €s Tacrp = Trcrs. Ebbdl
a négy egyenldségbdl adodik, hogy C/ / T / B
TappE + Tacr = Tprso + Trcrs =

Tscro- Ezzel a feladat allitdsdt igazoltuk. (4)

5. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkez§ egyenletet: a- b+ 2a + 3b = 36.

Els6 megoldas: Probaljuk meg szorzattd alakitani a baloldalt, de el6bb adjunk mindkét oldalhoz
6-ot. Ekkor (a+3)-(b+2) = 42. A baloldal két pozitiv egész szorzata, ezért a jobboldalt is igy
bontjuk fel. A megoldasokat, vagyis a-t és b-t, a pozitiv egészek halmazaban kell keresniink, ezért
csak a kovetkez8k jonnek széba: 42 = 14-3 =7-6 = 6-7. Tehdt a megoldéasok: (a=11,b=1),
(a=4,b=4),(a=3,b=5).

Misodik megoldds: Emeljiik ki a-t: a- (b+2) = 36 — 3b. Tovébb alakithatunk: g = 3032 — —

b+2
03246 _ B30 E7 utébbit szétbontjuk két tort killonbségére: Z2EH) — 42 3 Tehae
azt kell megvizsgédlnunk, hogy b+ 2 milyen pozitiv egészek mellett lesz a 42 osztdja. Innentdl 14sd
az 1. megoldast. o

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Igazoljuk, hogy 121, 10201, 1002001 teljes négyzet (négyzetszam). Altalanositsunk!

Az (a+b)? = a® + 2ab + b* azonossag ismeretében észrevehetjiik, hogy 121 = 112 = (104 1),
10201 = 101% = (100 + 1)2, és 1002001 = 1001? = (1000 + 1)? = (103 4-1)2. Ezt 4ltalanositva a

kovetkezbt kapjuk:
— 2n 10" — n 2
100.(1;0200.(1.]3.0_10 +2-10"+1=(10"+1) O
n n

2. Szabdlyos hdromszoget daraboljunk fel 5 egyenl6szard haromszogre.
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Els6 megoldds: Az ABC szabalyos hirom-
sz0g oldala legyen a hosszi. A és B csu-
csa koriil rajzoljunk egy-egy 5-nél nagyobb
és a-ndl kisebb sugaru korivet. Ez biztositja,
hogy a megfelel6 metszéspontok 1étezzenek.
A korivek haromszogbe esé metszéspontja le-
gyen P. A korivek messék AC-t K-ban, BC-t K L
L-ben. A keresett haromszogek APK, BLP,
ABP, KLP, CKL. A szerkesztési eljaras iga-
zolja a megoldas helyességét, mert AP, AK,
BP, és BL hossza is a kor sugardval egyen-
16, ez igazolja, hogy az APK, BLP, ABP ha-
romszogek egyenldszardak. A KLP és CKL
haromszogek az dbra tengelyes szimmetridja
miatt egyenldszariak.

A B

Masodik megoldds: Az ABC szabalyos hé-
romszog beirt korének kozéppontjat (O) kos-
siik 0ssze a csticsokkal, majd az egyik olda-
lon vegyiik fel az E,F pontokat ugy, hogy
AOE< = BOF < = 30° teljesiiljon. Az OA,
OB, OC szakaszok a szabdlyos hdromszog
szogfelez6i, ezért az AOC, COB, AOE, BOF
haromszogek mindegyike egyenl&szard ha-
romszog 30°, 30°, 120°-os szogekkel. Ten-
gelyes szimmetria miatt OF = OF, ezértez a
haromszog is egyenldszari. Az OEF harom-
sz0g valdjaban egyenld oldald, mert minden
szoge 60°, igy AE = OE = EF = FO = FB,
tehdt azt is megkaptuk, hogy E,F valdjaban
A E F B 42 ABoldal harmadolépontjai.

C

3. Hany olyan négyjegyli szdm van, amelyben a szdmjegyek (balrél jobbra) nem csokkend sorrend-
ben kovetik egymast?

A megolddsok nagy szdma miatt azokat nehézkes megadni felsoroldssal. A probléma a kdvetkezo-
képpen modellezhetd: a nem csokkend sorrend azt jelenti, hogy balrdl jobbra haladva a kdvetkezd
szdmjegy nagyobb vagy egyenls az el6zonél. Osszesen 9 darab lehetséges szamjegy van, hiszen
0-val nem kezdddhet szam. A kovetkezOképpen hozhatunk 1étre kolcsondsen egyértelmli megfe-
leltetést a megfeleld szamok és azon 12 hosszi 0-1 sorozatok kozott, amelyek pontosan 4 darab
1-est tartalmaznak: irjunk le 8 darab 0-t, melyek a 9 lehetséges szamjegyet elvalasztjadk egymastol.
Az els6 0 elé irjunk annyi darab 1-est, ahdny 1-es van a szdmban (csak az elején lehetnek), az
elsé és masodik 0 koz€ irjunk annyi darab 1-est, ahdny 2-es van a szamban és igy tovédbb, az
utolsé 0 utdn annyi darab 1-est irjunk, ahdny 9-es van a szdmban. A nem csokkend sorrend miatt
ha megvan, hogy milyen szdmokat haszndlunk, azokat csak egyféleképpen rendezhetjiik sorba,
ezért kiilonboz6 szamokhoz kiilonb6zd sorozat tartozik. Minden sorozatot megkapunk valamilyen
szambdl, mert az egyeseknek megfelel6 szamokat sorban leirva éppen j6 szamot kapunk. Tehat
ugyanannyi j6 szdm van, mint ahdny ilyen tulajdonsdgu sorozat. A sorozat tehit 12 szambdl 4ll,
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Megoldasok

XLI. verseny 2011-12.

amiben pontosan négy 1-es és nyolc O van. Az elsd 1-est 12 helyre tehetjiik, a mdsodikat 11-re, a
harmadikat 10-re, a negyediket 9-re, ez 6sszesen 12-11-10-9, de ezt el kell osztani 4-3-2- 1-gyel,
ahanyféleképpen négy kiillonbozd egyest sorba rendezhetiink, mert most az egyesek sorrendje
nem szamit. (Ezt nevezik ismétléses permutdcionak). Tehat a megoldds 124-.131;21'(1)-9 =495. o

4. Igazoljuk, hogy
P4y 2 —dy+7>2,

ha x, y tetsz6leges val6s szamok!

Képezziink a baloldalon teljes négyzeteket, mert ezekrdl tudjuk, hogy mindig nemnegativak.

Ay 42 —dy+T =42+ 1 — 1 +y? —dy+4—4+7 =
=@x+1)2+(y-2)%+2>2

Mindkét oldalbél 2-t kivonva kapjuk, hogy (x+ 1)?+ (y —2)? > 0, ami igaz, mert két négyzetszdm
Osszege biztosan nagyobb 0-ndl. A kapott egyenldtlenség egyenértéki az eredetivel, ezért az is
igaz. Még azt is megdllapithatjuk, hogy egyenldség csak akkor teljesiil, ha mindkét tag 0, azaz
x=—1ésy=2.

- J
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FELADATOK

/—m Megyei fordulo

1. Okos Kata most kezdte megismerni a Word szovegszerkesztjét. Nagyon lelkes volt, s egybdl
elhatdrozta, hogy 3-t6l 2013-ig minden természetes szadmot beir egy fajlba. A szamokat folytono-
san irta egymads utdn, sem vesszdvel, sem szokodzzel nem valasztotta el azokat. Hany szdmjegyet
kellett lefrnia?

2. Allitsd el6 a 165-6t egymast kovetd pozitiv egész szamok dsszegeként! Gyijts minél tobb megol-

dést! O

3. Hérom gyerek megegyezett abban, hogy a vesztes minden jaték utan a sajat csokoladéjabol meg-
kétszerezi a tobbiek csokoladéjat. Osszesen hdrom jdtszmat jatszottak. Mindenki egyszer vesztett.
A jaték végén mindenkinek 32 darab csokolddéja volt. Hany darab csokolddéja volt a jatszma
elején annak, akinek a legtobbje volt?

4. A mellékelt szorzasban irj az x-ek helyére szamjegyeket tigy, hogy helyes legyen a miiveletvégzés!
Hény megolddsa van a feladatnak? (Az x-ek értelemszerien most csak a hidnyz6 szdmjegyek
helyét jelolik!)

- X 7

X

—+
X

== x|
== =
= x|

X ©

5. Az ABCD téglalapot 6 négyzetre bontottuk fel. Koziiliik kettd teriiletét beirtuk az abraba. Héany
cm az ABCD téglalap keriilete?

36 cm?

25 cm?

©
- J
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Feladatok

XLII. verseny 2012-13.

M Megyei fordulo

1. Keresd meg mindazon tizes szamrendszerben felirt természetes szamokat, amelyek szamjegyeik
Osszegének 13-szorosdval egyenldk!

2. Egy falu hatdrdban gabonaf6ldet, gytimolcsost, zoldségkertészetet, halastavat és legel6t alakitottak

ki az évek soran. A foldteriiletek nagysdgardl csak annyit tudunk, hogy hektarban mérve mind-

egyik egész szdm volt. Az elsd négy teriilet nagysdga a falu hataranak é—?, %, %, % része volt. A

tobbi teriiletet meghagytdk legeldnek. Legkevesebb hany hektér lehetett a legeld teriilete? O

3. Hany olyan kiilonboz6nek tekinthetd téglatest van, amelynek a térfogata 2013 cm? és oldalai egész
szamok? o

4. A 13, 17, 37, 79 primszdmokbol szintén primszamokat kapunk, ha szdmjegyeiket felcseréljiik.
Létezik-e olyan kiillonb6z6 szdmjegyekbdl 4ll6 haromjegyt primszdm, amelynek szamjegyeit tet-
sz8legesen felcserélve szintén primszdmokat kapunk?

5. Mindegyik haromjegy( természetes szamot elosztottuk a sajat szamjegyei 0sszegével. Mekkora
volt a legnagyobb maradék? o
- J

M Megyei fordulo

1. Valaki 2012-ben annyi éves volt, mint sziiletési éve szamjegyeinek Osszege. Mikor sziilethetett?

2. Ird le az 1000-et >
(a) 5 darab 9-es szamjeggyel

(b) 6 darab 1-es szamjeggyel

(c) 6 darab 5-0s szdmjeggyel

N
N
\
\

(d) 5 darab 3-as szamjeggyel.

A lefrdshoz mindenféle miiveleti jelet és za-
rojeleket is hasznélhatsz! o 8

3. A WXYZ paralelogrammdban az oldalakkal Z Y
parhuzamosan vettiink fel két-két szakaszt. Ezek a nagy paralelogrammat 9 kisebb paralelogram-
mara bontottak. Koziiliik négy keriiletét centiméterben mérve beirtuk. Tudjuk még, hogy a WXYZ
paralelogramma keriilete 21 centiméter. Mekkora a satirozott paralelogramma keriilete? Q

4. Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek felhaszndldsaval készits paronként kiillonboz6 primszamokat
ugy, hogy minden szdmjegy pontosan kétszer szerepeljen az el6allitott primekben és a kapott prim-

s

szdmok 0sszege a lehetd legkisebb legyen! Keress tobb megfeleld eldallitast!

5. Kezdetben egy darab szamunk van, maga az 1. Meglev6 szdmainkat gyarapithatjuk a kovetkezd
miivelet segitségével: egy meglevd szamot novelhetiink a szam valahany pozitiv egész szazaléka-
val, ha igy ismét egész szdmot kapunk. A szdzalékldb a gyarapitds sordn 1-t6l 100-ig barmelyik
egész szam lehet, beleértve a hatdrokat is, de ennél tobb nem. Mutasd meg, hogy 1-t61 50-ig min-

den egész szamot el lehet dllitani! (Egy példa: ha mar eldéllitottad a 8-at valamilyen mddszerrel,
akkor ebbdl meg tudod csindlni a 12-t, ha hozzdadod a 8-hoz annak 50%-at a 4-et, 8+4=12.) o /

-
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Feladatok

XLII. verseny 2012-13.

8. osztaly Megyei fordulo

1. Legyen A egy 2013-ra végzddd pozitiv egész szam, B pedig az a pozitiv egész szam, amelyet A
utols6 négy jegyének torlésével kapunk. Tudjuk, hogy A egész szamu tobbszorose B-nek. Hany
ilyen A szdm van? Q

2. Négy kiilonboz0 pozitiv szdmjegy felhaszndlasdval elkészitettiik az 6sszes olyan négyjegyi sza-
mot, amelyben a szdmjegyek kiilonbozdk. Ezeknek a négyjegyli szamoknak 186648 az dsszegiik.
Melyek lehettek a kiindul6 szamjegyek? 0

3. Hany olyan haromszog van, amelynek (x;y) csucsai a derékszogi koordindta-rendszerben az 1 <
x <4és 1 <y<4feltételnek eleget tevs egész koordinataja pontok? °

4. Egy apa egy bizonyos Osszeget szétosztott a gyermekei kozott. A legidsebb 100 Ft-ot kapott és
a maradék tized részét, a masodik 200 Ft-ot és az Uj maradék tized részét, a harmadik 300 Ft-ot
és az Uj maradék tized részét és igy tovabb. A végén kideriilt, hogy minden gyermek ugyanannyit
kapott. Hany gyermek volt, és mennyit kapott egyik-egyik?

5. Az ABCD téglalap BC oldaldnak felezGpontja F. Hényadrésze a satirozott teriiletek 0sszege a
téglalap teriiletének?
D C
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Feladatok

XLII. verseny 2012-13.

5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Aziskoldban 1€v{ tanul6i szekrényeket az 1-essel kezdddéen egymads utdn sorszdmoztak miianyag-
bol késziilt szamjegyekkel. A szamjegyek darabja 20 forint volt. Tehat a 9-es 20 forintba keriilt, a
10-es pedig 20 -2 = 40-be. Az 6sszes szekrény szdmozdsara 138900 forintot koltottiink. Mi volt
az utols6 szekrény sorszama? °

2. Gondolatban irjuk le a ddtumokat év.hénap.nap formatumban. P1. 1948.3.25. Nevezziik ezt a datu-
mot ,,vegyesnek”, mert minden jegye kiillonboz6. Hany nap telik el a XX. szdzad utolsé ,,vegyes”
datumatdl a XXI. szdzad elso ,,vegyes” datumdig? (Egyjegyl hénap és egyjegyii nap szdma elé
nem kell 0-4t frni!) O

3. Egy otletes roviditést vezetiink be olyan szamok leirdsara, amelyben sok egyforma szamjegy all
egymads utdn: jelolje d, a d szdmjegy n-szeres fellépését. Az n lehet 1,2,3,... PL. 77755 =
7352,11119999988333 = 14958,33,5557755 = 537,5,. Ha ezen jelolés mellett

2x3y5Z + 3z5x2y = 537,835,7;.

akkor mivel egyenl6 x, y és z? o

4. Egy 82 cm hosszui és 40 cm széles téglalap alaki keménylap négy sarkdbdl levagtunk egy-egy
egybevigo négyzetet, a megmaradt papirbdl egy feliil nyitott téglatest alaka dobozt készitettiink.
Milyen magas volt a doboz, ha annak elkészitéséhez felhasznalt papir 3136 cm? volt? o

5. A bilivos négyzetben minden sorban, minden oszlopban és mindkét atloban a szamok Osszege
ugyanannyi. Egy 3x3-as méretd blivos négyzetet hidnyosan toltottiink ki. Ird be a hidnyzé sza-
mokat! Ird le a gondolatmenetedet is!

40 28

13

10
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Feladatok

XLII. verseny 2012-13.

5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Allitsd el§ a 100-at egymastdl kiilonb6z6 médokon az 1,2,3,...,9 szamjegyek segitségével, négy
alapmiiveleti jelet és zardjelet haszndlhatsz, de a szimjegyek sorrendjét nem véltoztathatod meg!
Ha két vagy tobb szdmjegy k6z¢€ nem teszel semmilyen megengedett jelet, akkor azokat (balrél
kezdve) egy tobbjegyl szamnak olvashatod!

(a) 100=123456789
(b) 100=987654321 (]

2. 300 darab 1 cm3-es kiskocka mindegyikét felhaszndlva kiilonféle méretdi tomor téglatesteket 4lli-
tottunk Ossze. Hany olyan téglatest van, amelynek oldalhosszai egész szamok €és a térfogata 300
cm?? Ird le a taldlt testek méreteit! ()

3. (a) Igazold, hogy nem helyezhetiink el egy kocka csucsaiban a 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12 szamok koziil nyolc kiillonbozét tgy, hogy barmely él két végpontjdban levé szamok
Osszege oszthat6 legyen 2-vel.

(b) Igazold, hogy elhelyezhetiink egy kocka csuicsaiban a 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12
szamok koziil nyolc kiillonbozét gy, hogy barmely €l két végpontjdban levd szamok Gsszege
oszthat6 legyen 3-mal. °

4. Az 8sszel almét szedtiink. A vodorbe €s a kosdrba gytjtott almat beleboritottuk a 1dddba, majd
tovéabb szedtiik a kisebb edényekbe. Egy vodorben 36 kilogrammal kevesebb alma volt, mint egy
laddban. A ladaban pedig 12 kilogrammal tobb alma van a kosdrban 1évé alma kétszeresénél.
A kosarban pedig 6 kilogrammal t6bb alma van, mint a vodorben. Mennyi almat szedtiink, ha
a sziiret végén négy ladank, harom vodriink és egy kosarunk volt tele? (A szdvegben szerepld
adatok mindig a tele edényekre vonatkoznak.)

5. Ot szdmkarty4nk van D @ Mindegyiken egy-egy nulldndl nagyobb, de egymastol
kiilonboz6 szdmjegy 4ll. Az egyik szdmkdrtya forditva keriilt a képre, ezért nem l4thatd, hogy

melyik szdmjegy van rajta. Az 6t szamkartya felhasznalasdval egy kétjegyii €s egy haromjegyl
szamot allitunk el6. Mennyi lehet a két legnagyobb kiilonbségli szam kiilonbségének €s a két
legkisebb kiilonbségili szam kiilonbségének a kiilonbsége? °

- J
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Feladatok

XLII. verseny 2012-13.

6. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy 90 méter hosszu €s 28,5 méter széles, téglalap alaku telken nyulakat és tyukokat tenyészt egy
gazda. Amikor egy latogat6 érkezett, megkérdezte, hogy hany nyil és hany tydk van a telepen. A
gazda igy vélaszolt: ,,Az dllatoknak osszesen 2652 ldbuk és annyi fejiik van, mint a telek — m?-ben
kifejezett — teriilet mér6szamanak 2 6tod része.” A latogatdé nem ismerte a teriilet nagysagat, igy
nem tudta megoldani a feladatot. Segitsiink neki!

2. 1 cm €14 kockdkbdl 18x 18x 18-as méretli tomor kockat raktunk Ossze, majd a felszinét pirosra
festettiik. Legkevesebb hany pirosra szinezett kiskockat kell elvenni a nagy kockabdl, hogy a
megmarado test felszine 2014 legyen! Indokolj!

3. A Kalmdr dont6re egy iskoldbdl 6 gyerek, valamint Alfa, Béta és Gamma tandr urak utaztak el.
Szamukra egy sorban 9 egymds melletti helyet tartottak fenn a rendezvény szervez6i. A tandrok
érkeztek elsdként, és elhatdroztik, hogy ugy fognak leiilni, hogy mindhdrman két didk kozott

iljenek. Hanyféle iilésrend képzelhetd el? O
4. Hany olyan négyjegyt pozitiv egész szam van, amelyben szerepel a nulla szamjegy? °

5. Ha az 1234 négyjegyli szambdl minden lehetséges modon torliink két szdmjegyet, majd az igy
megmaradt két szamjegyet kétjegyli szamként kiolvassuk, akkor a 12, 13, 14, 23, 24, 34 szamokat
kapjuk. Ezek 0sszege 120. Keressetek olyan négyjegyii szamot, amelynél ez az 6sszeg a) 220 b)
540. (Vigyazz! Pl. az 1052-ben a 02 nem kétjegyi, hanem egyjegyti és értéke 2.)

- J
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Feladatok

XLII. verseny 2012-13.

6. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Hany olyan négyjegyl pozitiv egész szam van, amely oszthatd 9-cel és 25-tel, €s mind a négy
szamjegye kiillonb6z6?

2. Egy 8x8-as sakktdbla mezdire az dbran lat-

haté médon frtuk be a szdmokat 1-t6] 64- 112/3/4|5/6|7]|8
ig. Helyezzétek a sakktdbla mezdlire ezt a
harom kis négyzetbdl all6 alakzatot! Hény 9 |10/11)12]13114]15)16

olyan elhelyezés lehetséges, amelyben a lefedett mezk- | 17 |18 |19(20|21(22|23 |24

ben 1év szamok Osszege oszthatd 3-mal? A kis alakzatot
tetsz6legesen forgathatod a sakktdblan! o 251261272829 30|31|32

3. Egy kocka 125 darab 1 cm3-es fehér és piros kiskockabdl 33|3435|36|37|38|39 40
all. Kozottiik pontosan annyi fehérre festett van, amennyi 4114214314445 46|47 |48
sziikséges ahhoz, hogy a nagykocka kiilsején a fehér és a
piros négyzetlapok sakktdblaszerien helyezkedjenek el. |49 |50 |51 (52|53 |54 55|56
Hany fehérre festett kocka van a 125 kozott, ha a csu-
csokba piros kockat helyeztiink el? o S7]58]59]60]61]62]63 |64

4. Egy egyenlOszard haromszog oldalai rendre (x+ 89), (7x+41) és (3x+85) cm. Az x értékérdl
semmi inform4cionk nincs. Hany cm a hdromszog keriiletének a lehet6 legnagyobb értéke? °

5. Egy nagy papirlapra leirtuk az évszamokat egymas utdn Istvan kirdly megkorondzasinak évétdl a
mostani évig (2013-ig, a 2013-at is beleértve). Mennyivel egyenld a leirt évszamok szdmjegyeinek
0sszege? (Istvant 1001. januér 1-jén korondztdk meg.)

J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. 9 kg mogyor6t vésaroltunk, kilogrammonként 1800 forintért. A mogyord megtisztitdsa utan -
lemérve a kapott mogyordbelet és héjat - megallapitottuk, hogy a mogyor6hé;j silya a mogyordbél
sulydnak 2 harmadrésze. Mennyibe keriil a mogyor6bél kilogrammja?

2. 1-t81 100-ig az egész szamokat két szinnel kiszineztiik: 74 szdmot pirosra, a maradék 26-ot kékre.

a) Bizonyitsd be, hogy a pirosak 0sszege nem lehetett egyenld a kékek osszegével!

b) Legfeljebb hany szamot szinezhettiink pirosra, ha a fenti két 6sszeg megegyezett? °

3. Keressétek meg az 6sszes olyan csupa kiillonboz6 szdmjegybdl 4116 haromjegyl szamot, amelynek
a szamjegyeibdl képezhetd, kiilonbozd szdmjegyeket tartalmazé kétjegyl szamok dsszege egyenld
az eredeti haromjegyd szammal!

4. Egy n oldali szabdlyos sokszog oldalhossza legyen a, beirt korének sugara r. A sokszog belsejében
felvettiink egy P belsd pontot, amelybdl merdlegeseket éllitottunk a sokszog minden oldaldnak
egyenesére. Igaz-e, hogy ezen merbleges szakaszok hosszdnak 0sszege alland6? (n = 3, n = 4,
n=5n=06)

5. Szamitsd ki 2013-nak azt a legkisebb tobbszorosét, amely 2014-re végzddik! o

- J
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Feladatok

XLII. verseny 2012-13.

7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

7 2

1. Bizonyitsd be, hogy 1-t61 2013-ig minden természetes szam elddllithaté a 2000 néhdny osztdjanak
Osszegeként! (Minden osztét legfeljebb egyszer szabad felhaszndlni egy szdm eldéllitdsa sordn.)

©

2. Harom tanul¢ jatékgolyokkal jatszik. A golyokat a jaték megkezdése eldtt 7 : 6 : 5 ardnyban osz-
tottdk szét egymds kozott. Jatékgolydik szdmdnak ardnya a jaték végén a tanuldk ugyanazon sor-
rendje szerint 6 : 5 : 4. Valaki koziiliikk 12 darab goly6t nyert. Hany jatékgolyot kaptak az egyes
tanulok a jaték megkezdése elott?

3. Egy , matematikus” kenguru a szdmegyenesen ugrél véletlenszer(ien egyet jobbra vagy egyet balra
tetszése szerint. Ugrédsai 1 egységnyi hosszdak. Jelenleg a kezd6ponton (nulldn) all és a 6-0s
ponton szeretne megpihenni, befejezni az ugralast.

a) Az egyik alkalommal 8 ugrassal jutott el a 6-os pontba pihenni. Hanyféleképpen tehette meg
az utat?
b) Egy masik alkalommal 10 ugrassal jutott el a 6-os pontba pihenni. Hanyféleképpen tehette

meg az utat?

4. Egy haromszog legnagyobb oldala kétszerese a legrovidebbnek. A legnagyobb oldallal szemkozti
sz0g haromszorosa a legkisebb oldallal szemkozt 1év6 szognek. Hany fokos a haromszog legkisebb
szoge?

5. Kovdcs tr egy évre bérbe akarja adni a hazat. A hirdetményén a kdvetkezd szoveg olvashato:

Ez a haz kiad6 egy évre.
7-HAZBER = 6-BERHAZ

A bérleti dijat Kovacs ir HAZBER-nek irta. Minden beti mas-mds szamjegyet jelol, egyforma
betiik egyforma szdmjegyeket. A felirt szorzds igaz. Mennyibe keriil a HAZBER ?

- J
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egyszer két juhdsz igy beszélgetett:
— Adj nekem 8 bardnyt, akkor nekem is annyi lesz, mint neked!
— Inkébb te add nekem a bardnyaid felét, s akkor nekem 7-szer annyi lesz, mint neked.
Hény bardnya volt egyik-egyik juhdsznak? °

2. A tavon uszott egy labda, majd a tél bedlltaval befagyott a t6 vize, s befagyott a labda. A labdét
sikeriilt eltdvolitani, igy visszamaradt egy 24 cm atmérgjli, 6 cm mély ,lyuk”. Mennyi a labda
sugara? (Feltételezziik, hogy a labda gomb alaku, gumibdl késziilt és beliil tires! A labda kozép-

pontja a viz felszine felett volt.) °

3. Egy korbe irhaté hatszognek 6 darab 120°-os szoge van. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a sokszog
szabdlyos?

4. Dudley Langford skét matematikus tiszteletére nevezzilk DudLa szamoknak azokat a szamokat,
amelyeknek minden szdmjegye legaldbb kétszer szerepel a szaimban, és az is igaz, hogy barmely
két ugyanolyan értékii szimjegy kozott annyi darab mas értékd szdmjegy 4ll, mint amennyi azok
értéke. Példaul ilyen DudLa szdm a 723121327, mert két 1-es kozott 1 db, két 2-es kozott 2 db,
két 3-as kozott 3 db, két 7-es kozott 7 db t6le kiilonbozd értékii szamjegy all. Ebben a szdmban 3
darab 2-es van, a két sz€Is6 kettesre nem vonatkozik a szabaly!

Melyek a hétjegyl DudLa szdmok? o

5. Az ABCDE szabdlyos 0tszog. Az A cstcsbdl allitsunk merSlegeseket a BC, CD és DE oldalak
egyenesére. A merdlegesek talppontjai legyenek rendre Q, P és R. Legyen O az 6tszog koré irhat6
kor kozéppontja. Ha OP = 1, akkor mivel egyenld AO 4+ AQ 4 AR? °

J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Bontsd fel a 13157-et négy szam Osszegére gy, hogy ha az elsd részhez 2-t hozzdadunk, a masodik
részbdl 3-at elvesziink, a harmadik részt 7-tel megszorozzuk, a negyedik részt 11-gyel elosztjuk,
akkor mindig ugyanazt a szdmot kapjuk!

2. Egy tiz résztvev0s asztalitenisz versenyen mindenki pontosan egyszer mérkdzott mindenki-
vel. Az egyes versenyzdk gy6zelmeinek szdma a,b,c,d,e, f,g,h,i, j vereségeinek szdma rendre
A,B,C,D,E . F,G,H,I,J. Bizonyitsd be, hogy a versenyzok 4ltal szerzett gy6zelmek szdma négy-
zetének O0sszege ugyanannyi, mint a vereségek szama négyzetének 0sszege.

3. Keress olyan primszamokat, amelyekre igaz, hogy alkalmas szdmrendszerben felirva a szimrend-
szer minden szdmjegyét pontosan egyszer haszndljuk fel! (0O nem dllhat el6l.) Igazold, hogy a
hetes, illetve a tizes szamrendszerben nincs ilyen szam.

4. Legfeljebb hany oldalu lehet egy olyan konvex sokszog, amely feldarabolhat6 olyan derékszogi
haromszogekre, amelyek hegyesszogei 30 és 60 fokosak?
(Megjegyzés: a feldarabolas sordn csak ilyen haromszog keletkezhet, méasféle sokszdg nem.) o

7z

5. Bizonyitsd be, hogy minden természetes szam eldallithaté a® + b* — ¢? alakban, ahol a, b, ¢ egész

szamok! o
J
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1. Okos Kata most kezdte megismerni a Word szovegszerkesztdjét. Nagyon lelkes volt, s egybdl
elhatdrozta, hogy 3-t6l 2013-ig minden természetes szamot beir egy fdjlba. A szamokat folytono-
san irta egymds utdn, sem vesszdvel, sem szokozzel nem vélasztotta el azokat. Hany szamjegyet
kellett lefrnia?

Katanak 7 darab egyjegyii szdmot kellett leirni. Ez 7 szamjegy. Mind a 90 darab kétjegytt leirta,
ez 90 -2 = 180 szdmjegy. Mind a 900 darab haromjegydit leirta, ez 900 - 3 = 2700 szdmjegy. A
négyjegyl szdmok szdma 2013 — 999 = 1014 darab. A négyjegytiek leirdsdhoz 1014 -4 = 4056
szamjegy kellett. Tehat 0sszesen

74 180+ 2700 44056 = 6943

szdmjegyre volt sziikség. o

2. Allitsd el6 a 165-6t egymadst kovets pozitiv egész szdmok osszegeként! Gyiijts minél tobb meg-
oldast!

Az alébbi esetek lehetségesek:

e Felbonthatjuk két egymast kovetd pozitiv egész szam Osszegére: 82 + 83.

e Harom egymast kovetd pozitiv egész szam Osszegére: 54 + 55 + 56.

o Ot egymist kovetd pozitiv egész szdm Osszegére: 31 + 32+ 33 +34+35 =165

e Hat egymast kovet6 pozitiv egész szam Osszegére: 25426+ 27 +28 +29 430 = 165.

e Tiz egymast kovetd pozitiv egész szam Osszegére: 12+ 13+ 144+ 154+ 16417418419+
20+21 =165

e Tizenegy egymdst kovetd pozitiv egész szdm Osszegére: 10+ 114+ 124+ 13 +14+ 15416+
17+184+194+20= 165

e Tizenot egymadst kovetd pozitiv egész szadm Osszegére: 5+64+7+8+9+ 104+ 11+ 12+
13+144+154+16+17 = 165.

Bizonyithat6, hogy mas lehetdség nincsen. o

3. Harom gyerek megegyezett abban, hogy a vesztes minden jaték utdn a sajat csokolddéjabol meg-
kétszerezi a tobbiek csokolddéjat. Osszesen hdrom jdtszmat jatszottak. Mindenki egyszer vesz-
tett. A jaték végén mindenkinek 32 darab csokolddéja volt. Hany darab csokolddéja volt a jatszma
elején annak, akinek a legtobbje volt?

Gondolkozzunk visszafelé. Feltehetjiik, hogy az els6 gyerek vesztette el az elsd jatékot, a misodik
gyerek a masodikat, a harmadik pedig a harmadikat. Nézziik, melyik jaték utdn melyikiiknek
mennyi csokija volt! A befejezd édllapotrdl tudjuk, hogy 32,32,32. A harmadik jaték el6tt
16,16, 64 csokival rendelkeztek, hiszen a vesztes megdupldzta a masik kettd csokijainak szamat,
akiknek igy lett 32. EbbdI kovetkezik, hogy kordbban 16 csokijuk volt. Hasonlé okoskoddssal a
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mdsodik jaték elott 8,56,32 volt a jatékosok csokijainak szdma. (Kétféleképpen is kiszdmithatjuk,
hogy a misodiknak 56 csokija van. Az egyik, hogy a csokik 6sszege nem valtozik. Tudjuk, hogy a
végén 96 darab van harmuknak 0sszesen, igy jaték kozben is. A masik, hogy az els6 8, a harmadik
jatékos pedig 32 csokit nyert a masodiktdl most, vagyis neki korabban ennyivel tobb volt. Tehdt
16 + 8 432 = 56 csokija volt a masodik jaték elott. Az elso jaték elott pedig: 52,28,16. A vélasz
a feladat kérdésére tehat 52. o

4. A mellékelt szorzdsban irj az x-ek helyére szdmjegyeket gy, hogy helyes legyen a miiveletvég-
z€s! Hany megolddsa van a feladatnak? (Az x-ek értelemszertien most csak a hidnyzo6 szamjegyek

helyét jelslik!) _
X
X

_|_

o) PRV
=] =
sl =]w

X
X X

Vegyiik észre, hogy a szorzést a szorzé tizeseivel kezdték, ami a részletszorzatok elrendezésébdl
latszik. Igy a mdsodik részletszorzat a szorzandé és a szorzé egyesei 9sszeszorzasabol, vagyis a
7x7 - 7-b61 adédik. Ebbdl kovetkezik, hogy az egyesek helyére keriils szdmjegy csakis 9 lehet,
hiszen 7-7 = 49. Beirjuk a 9-et és tudjuk, hogy a maradék 4. 7-bdl 4 egyenld 3, s most keresniink
kell egy olyan szdmot, amelyet 7-tel szorozva 3-ra végz6dd szdmot kapunk. Ez csak a 9 lehet,
mert 9-7 = 63 végzddik csak 3-ra. A szorzandé csakis 797 lehet, a masodik részletszorzat pedig
biztosan 5579. A szorzand6 kozépso jegye tehat 9-es. Folytassuk a szorzdst. Most mar a teljes
szorzandot egyértelmiien meghatdroztuk. Hidnyzik még a szorzé tizese. Tehdt a 797-et kell
valamivel megszorozni, hogy az eredmény egy olyan négyjegyl szdm legyen, amelyben a tizesek
helyén 7 all. Harom ilyen szorzét is taldlunk: 77, 87, 97. Az els6 részletszorzat rendre 5579,
6376, 7173. A masodik részletszorzat minden esetben 5579. Az eredmény rendre 61369, 69339,

77309. O

5. Az ABCD téglalapot 6 négyzetre bontottuk fel. Koziiliik kettd teriiletét beirtuk az dbraba. Hany
cm az ABCD téglalap kertilete?

36 cm?

25 cm?

A 25 cm? teriileti négyzet oldalhossza 5, a 36 cm?-esé pedig 6 cm. Ebbdl kovetkezik, hogy
a téglalap egyik oldal 11 cm. Az is kovetkezik, hogy a legkisebb négyzet oldala 1 cm, hiszen
annak a oldalhossza az elobbi két négyzet oldalhosszdnak kiilonbsége. Ebbdl viszont az is
kovetkezik, hogy az als6 két egybevdgo négyzet oldalhossza 4 cm, hiszen 1 cm-rel kevesebb a 25
cm? teriileti négyzet oldalandl. Ezzel viszont megkaptuk a téglalap mésik oldaldnak hosszit is:
54+4+4 =13 cm. A keriilet tehat:

K =2(11413) =48 cm. O

- J
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M Megyei fordulo

1. Keresd meg mindazon tizes szdmrendszerben felirt természetes szimokat, amelyek szdmjegyeik
Osszegének 13-szorosdval egyenldk!

Kétjegyl nem lehet a szdm, mert ha ab lenne a szam, akkor 10a+ b = 13(a + b) lenne, amibdl
3a+12b = 0 kovetkezik. Ez viszont szamjegyek esetén lehetetlen.
Tegyiik fel, hogy az abc haromjegy(i szam megfelel a feltételnek. Ekkor

100a+10b+c = 13(a+b+c).

Ezt rendezve és 3-mal végigosztva: 29a = b+4c.

A jobb oldal itt legfeljebb 45. Tehat a bal oldal is, €s mivel a egy szdm els6 szdmjegye, igy a = 1.
Amibdl kapjuk, hogy 29 = b+ 4c. Mivel b és ¢ szamjegyek, igy mindossze 3 megoldds van:
b=1,c=7vagy b=15,c=6vagy b=9,c=5. Vagyis a megfelel6 szdmok: 117,156, 195.

A szamnak nem lehet 3-nél tobb jegye. Egy n-jegy(i szamra igaz, hogy legaldbb 10"~!. A szam-
jegyeinek Osszege akkor a legnagyobb, ha minden jegye 9-es. Vagyis a szamjegyek Osszege 9n.
Belathaté, hogy n > 3 esetén 10"~! > 13.9n, vagyis a kivant feltétel nem teljesiilhet.

A megolddsok: 117,156, 195. (4)

2. Egy falu hatardban gabonafoldet, gytimolcsost, zoldségkertészetet, halastavat és legelot alakitot-
tak ki az évek sordn. A foldteriiletek nagysagéardl csak annyit tudunk, hogy hektdrban mérve
mindegyik egész szam volt. Az elsd négy teriilet nagysdga a falu hataranak g, 27—4, %, % része

volt. A tobbi teriiletet meghagytdk legelonek. Legkevesebb hany hektar lehetett a legeld teriilete?

Szamoljuk ki, hogy hdnyad része a falu hataranak a legeld teriilete. Mivel

15, 7 | 4 | 24 _ 1400+2205+1440+2268 _ 7313
g1 724 721 T8 —

7560 = 7560°
ezért a legeld teriilete %—a a falu hataranak. Ez a tort tovabb nem egyszertsithetd, igy a legeld
teriilete legaldbb 247 hektdr. (4)

3. Hiany olyan kiilonboz6nek tekinthetd téglatest van, amelynek a térfogata 2013 cm?® és oldalai
egész szamok?

Tudjuk, hogy 2013=3-11-61. Ezt felhaszndlva konnyen megtaldlhatjuk az 6sszes lehetéséget az
oldalak hosszéra: (1,1,2013); (1,3,671); (1,11,183); (1,33,61); (3,11,61). O

4. A 13, 17, 37, 79 primszamokbdl szintén primszdmokat kapunk, ha szdmjegyeiket felcseréljiik.
Létezik-e olyan kiillonb6z6 szamjegyekbdl 4116 haromjegy(i primszdm, amelynek szdmjegyeit tet-
sz6legesen felcserélve szintén primszamokat kapunk?

A keresett haromjegy(i szdmban az 5-6s €s a pdros szdmok nem szerepelhetnek, hiszen lenne
olyan eset, amikor ez lenne az utolsé szamjegy, marpedig akkor biztosan nem lesz a szdm prim.

Maradt tehét 1,3,7,9.
Négy esetet kell atgondolnunk az alapjan, hogy ebbdl melyik 3 szamjegyet valasztjuk.

e Az 1,3,7. nem jO, merta 371 =7-53.
e Az 1,3,9 sem jo, hiszen 319 = 11-29 vagy 913 =11 -83.
e Az 1,7,9 sem j6, mert 791 =7-113.
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e Végiil 3,7,9 sem j6, mert 973 = 7- 139 vagy 793 = 13- 61.

Tehdt nem létezik a feladat szovegének megfeleld primszam. o

5. Mindegyik haromjegy(i természetes szdmot elosztottuk a sajat szdmjegyei Osszegével. Mekkora
volt a legnagyobb maradék?

Tudjuk, hogy egy osztasi miiveletben a maradék legaldbb 1-gyel kisebb az osztondl. Haromjegyt
szamok esetén a legnagyobb szamjegyodsszeg a 27, igy elvileg a legnagyobb maradék 26 lehetne.
De a 27-es szdmjegyOsszeg csak a 999 esetén valdsul meg, ami viszont oszthat 27-tel, azaz a
maradék 0. A maradék tehat nem lehet 26.

A szdmjegyosszeg elvileg lehet 26 is (a maradék pedig 25). 3 ilyen szdm van: 899, 989 és a 998.
Az osztasokat elvégezve lathatd, hogy a maradék rendre 15, 1, 10. A maradék tehat 25 sem lehet.
A szamjegy0Osszeg lehet 25 is. Végiggondolva a széba johetd eseteket (799, 979, 997, 889, 898,
088) lathatd, hogy a 799 osztva a szdmjegyei 0sszegével, a maradék 24.

A feladat kérdésére a vdlasz: 24. (4)

- J

/—m Megyei fordulo

1. Valaki 2012-ben annyi éves volt, mint sziiletési éve szamjegyeinek Osszege. Mikor sziilethetett?

Két esetet kell megkiilonboztetni.

e Ha a XXI. szazadban sziiletett, akkor:
20xy +2+0+x+y=2012.

Tehat 2000+ 10x+y+2+x+y = 2012. Ebbdl kapjuk, hogy 11x+ 2y = 10. Ebbdl lathatd,
hogy x = 0 és ekkor y = 5. Ebben az esetben 2005-ben sziiletett.

e Ha a XX. szdazadban sziiletett, akkor
19%y +1+4+9+x+y=2012.

Az el6z6hoz hasonléan kapjuk, hogy 11x+ 2y = 102. Mivel 2y legfeljebb 18, igy x értéke
legalabb 8. Ha x = 8, akkor y = 7, mig x = 9 esetén nincs megoldds, hiszen a szdmjegyek
egész szamok. Ebben az esetben tehat 1987 lehet a sziiletési év.

Az ellendrzés megmutatja, hogy 1987 és 2005 is megfelel a feladat feltételeinek. (Feltételezziik,
hogy egy 2012-ben €16 ember nem sziiletett a XIX. szdzadban, vagyis legfeljebb 112 évesekre
gondolunk.)
2. Ird le az 1000-et

(a) 5 darab 9-es szamjeggyel

(b) 6 darab 1-es szamjeggyel

(c) 6 darab 5-6s szamjeggyel

(d) 5 darab 3-as szamjeggyel.

A leirashoz mindenféle miiveleti jelet és zardjeleket is haszndlhatsz!

Egy-egy lehetséges megoldasa a feladatoknak:
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(a) 1000 =999+ 3.
(b) 1000 = (11 — 1)1+1+1,
(c) 1000=(55—5)-(5-5-5)=(5-5—-5)-5-(5+5).

(d) 1000 = (3:2)°. (1

3. A WXYZ paralelogrammédban az oldalakkal parhuzamosan vettiink fel két-két szakaszt. Ezek a
nagy paralelogrammaét 9 kisebb paralelogrammadra bontottak. Koziiliik négy keriiletét centiméter-
ben mérve beirtuk. Tudjuk még, hogy a WXYZ paralelogramma keriilete 21 centiméter. Mekkora
a satirozott paralelogramma keriilete?

Z Y

Az abréan lathaté mdédon jeloljiik a megfeleld szakaszok hosszdt. A kérdéses paralelogramma

keriilete:
K=2(b+e).

Tudjuk 4 kis paralelogramma kertiletét:
2a+e)+2(b+d)+2(c+e)+2(b+f)=11+8+4+5=28.
A bal oldali kifejezést dtrendezhet;jiik:
2a+b+c+d+e+f)+2(b+e).

Ennek elso tagja éppen a nagy paralelogramma keriilete, amirdl tudjuk, hogy 21. Ebbdl kapjuk,
hogy a satirozott paralelogramma keriilete 28 — 21 = 7.

4. Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szdmjegyek felhasznaldsdval készits paronként kiilonbozd primszdmokat
ugy, hogy minden szdmjegy pontosan kétszer szerepeljen az el6éllitott primekben és a kapott
primszdmok Osszege a lehetd legkisebb legyen! Keress tobb megfelels eldallitst!

Els6 megoldds: Arra kell torekedni, hogy legfeljebb kétjegyli szamokat képezziink. Ve-
gyiik észre, hogy a 4-es, 6-0s és a 8-as szdmjegy feltétleniil a tizesek helyén van. Igy értékiik a
helyiértékeken (4 4+6+8)-2-10 = 360 lesz. Ezeket primszimma a kovetkez6 moédokon lehet
kiegésziteni: 41 vagy 47, 61 vagy 67, 83 vagy 89. A két 2-es illetve két 5-0s koziil az egyiknek
egyjegyliként kell szerepelnie, a masiknak a tizesek helyén. Ezek értéke 2 + 5+ 20+ 50 = 77
lesz. Ha a tizesek helyére tessziik a 2-est, akkor az egyesek helyére 3-ast vagy 9-est tehetiink.
Vagyis lesz egy 23 vagy 29. Ha a tizesek helyére tessziik az 5-0st, akkor az egyesek helyére
3-ast vagy 9-est tehetiink, tehat 53 vagy 59 lehet. A két 3-asndl és két 7-esnél mindegy, hogy az
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egyesek helyi értékén 4ll egy kétjegyli szamban vagy magédnyosan 4ll, 6sszértéke mindenképpen
20 lesz. Az 1 és 9 esetén arra kell torekedniink, hogy a kétjegyli szamban az egyesek helyi
értékén 4lljanak. fgy a mi sszegiinket (14+9)-2 = 20-szal novelik. A kapott részeredményeket
osszeadjuk: 77 + 360 + 20 4+ 20 = 477. Ennél kisebb 0sszeg nem lehet. Ezen értéket meg is
lehet valésitani. Lathat6 a fenti okoskodasbol, hogy a 2,5,41,47,61,67,83,89 szdmoknak min-
denképpen benne kell lenni az el6allitdsban. Szabadsdgunk csak a 23,29,53,59 tizesei, egyesei
elrendezésében van. A konkrét el6allitds: 2+ 5423441447459 +61 + 67 + 83 + 89 =477
vagy 2+5+4+29+41+47+4+53 461+ 67+ 83+ 89 = 477. Tehat két megoldds van, vagyis a
minimalis 0sszeg 477.

Masodik megoldds: Mivel 4, 6, 8 nem lehet primszamban egyesek helyén, és a 2 és az 5 is legfel-
jebb egy alkalommal, a 18 felhaszndlhaté szamjegybdl az aldbbi 8 biztosan legalabb tizest képvi-
sel: 2,4,4,5,6,6, 8, 8. fgy ezek az Osszegben legaldbb (2+4+4+54+6+6+8+8) 10 =430-at
adnak. A fennmaradé 10 szdmjegy még legalabb 1 +1+2+3+4+3454+7+7+9+9 = 47-tel
noveli az Osszeget, amelynek lehetséges legkisebb értéke igy 430447 = 477. Ez az érték akkor
és csak akkor érhetd el, ha az elsé csoportba sorolt 8 szamjegy mindegyike tizes helyi értékre,
a masik 10 mindegyike egyes helyi értékre keriil. Mivel a 2 és az 5 nem lehet tobbjegyli prim
végén, Ok biztosan egyjegyl szdmot alkotnak. 60-t6l 69-ig csak a 61 és 67 prim, igy ezeket be
kell venni. Hasonl6an 80-t61 89-ig csak a 83 és 89 j6. Maradt a 2, 4, 4, 5 a tizesek koziil és 1,
3, 7,9 az egyeseknél. A 2-es és az 5-0Os utdn egyarant csak 3-as vagy 9-es johet, igy a 4-esek
utdn csak 1 és 7 johet (41, 47 prim). Igy két megolddst kapunk aszerint, hogy 23 + 59-et vagy
29 + 53-at vélasztunk. Vagyis a keresett minimum 477, amely pontosan kétféleképpen érhetd el:
2+54234414474+59+61+67+83+89,illetve 24+5+29+41+47+534+61467+83+89.

5. Kezdetben egy darab szamunk van, maga az 1. Meglev6 szdmainkat gyarapithatjuk a kovetkez6
miivelet segitségével: egy meglevd szamot novelhetiink a szdm valahany pozitiv egész szazaléka-
val, ha i{gy ismét egész szamot kapunk. A szdzalékldb a gyarapitds sordn 1-t6l 100-ig barmelyik
egész szam lehet, beleértve a hatdrokat is, de ennél tobb nem. Mutasd meg, hogy 1-t6l 50-ig min-
den egész szdmot el lehet allitani! (Egy példa: ha mar el6éllitottad a 8-at valamilyen médszerrel,
akkor ebbdl meg tudod csindlni a 12-t, ha hozzdadod a 8-hoz annak 50%-at a 4-et, mert 8 + 4 =
12.)

Az 1-bd]l meg tudjuk csindlni a 2-t, ha az 1-hez hozzdadjuk az 1 100%-at. A 3-at igy allitjuk eld: a
2-hoz hozzaadjuk a 2-nek az 50%-at. A 4 el6allitasa: a 2-hoz hozzdadjuk a 2-nek a 100%-at. Az
5 elballitasa: a 4-hez hozzdadjuk a 4-nek a 25%-at. A 6 elballitdsa: a 5-hoz hozzdadjuk a 20%-at
(54+1=26). A7 elbdllitasa: az 5-hoz hozzdadjuk a 40%-at (542 = 7). A 8 elddllitasa: az 5-hoz
hozzdadjuk a 60%-at (5+3 = 8). A 9 elddllitdsa: a 6-hoz hozzdadjuk az 50%-it (6+3 =9). A
10 elballitdsa: a 8-hoz hozzdadjuk a 25%-at (8 +2 = 10).

Vegyiik észre, hogy a 10-nek a 10%-a 1, tehdt 10%-onként 1épkedve 11-t61 20-ig mindent eld
tudunk 4llitani.

A kovetkezd észrevétel: a 20-nak az 5%-a 1, tehat 5%-onként 1épkedve 21-t61 40-ig mindent el
tudunk dllitani. Innentdl a 25 4%-4at és ennek tobbszordseit hasznaljuk. A 25-nek a 4%-a 1, tehat
itt is egyesével tudunk 50-ig ndvelni. o

- J
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8. osztaly Megyei fordulo

1. Legyen A egy 2013-ra végz6do6 pozitiv egész szam, B pedig az a pozitiv egész szam, amelyet A
utols6 négy jegyének torlésével kapunk. Tudjuk, hogy A egész szdmu tobbszorose B-nek. Hany
ilyen A szam van?

A feladat szovege alapjan
A =10000B +2013.

Mivel B osztja 10000B-t, ezért az egyenlGség alapjan B akkor és csak akkor osztja A-t, ha osztja
a 2013-at. Innen B értéke az 1, 3, 11, 33, 61, 183, 671 és 2013 szamok barmelyike lehet, de més
nem. Minden B-hez pontosan egy A szam tartozik és kiilonb6z6 B-hez kiilonb6zd A péarosul. Tehat
A ugyanannyi értéket vehet fel mint B, igy 8-at. O

2. Négy kiilonbozd pozitiv szdmjegy felhasznalasdval elkészitettiik az 6sszes olyan négyjegyi sza-
mot, amelyben a szdmjegyek kiilonboz6k. Ezeknek a négyjegyli szamoknak 186648 az 6sszegiik.
Melyek lehettek a kiindul6 szamjegyek?

Legyen a négy szamjegy a, b, ¢ és d. Hat olyan négyjegy(i szdm van, melyben az a az ezres helyi
értéken szerepel:

abcd,abdc,acbd acdb,adbc,adch.

Ugyanigy hatszor szerepel az a a szazasok, tizesek és egyesek helyén is, €s ezek a megallapitasok
mindegyik szdmjegyre érvényesek. Igy amikor 6sszeadjuk a szamokat, minden szamjegyet minden
helyi értéken hatszor adunk 8ssze, tehdt a szamok Gsszege 6666 - (a+ b+ c+d). Tehat

6666 (a+b+c+d) = 186648.

Ebbdl pedig (a+ b+ c+d) = 28. Ebbdl kovetkezGen az alkalmas szdmjegyek pedig a {9,8,7,4}
és {9,8,6,5).

3. Hany olyan haromszog van, amelynek (x;y) csticsai a derékszogii koordindta-rendszerben az 1 <
x <4¢és 1 <y<4feltételnek eleget tevs egész koordinataji pontok?

A feladatban szerepld feltétel szerint x és y egymadstdl fiiggetleniil 4 értéket vehetnek fel, igy
Osszesen 4 -4 = 16 pont koziil keriilhetnek ki a haromszoget csucsai. Ezek egy 3x3-as négy-
zetrdcs rdcspontjain helyezkednek el. A 16 pontbdl a haromszog harom cstcsa koziil az elsot
16-féleképpen, a masodikat 15-féleképpen, a harmadikat 14-féleképpen valaszthatjuk ki. Legyen
a kivalasztott haromszog ABC. Vegyiik észre, hogy ezt a haromszoget hatféleképpen lehetett
kivalasztani: ABC,ACB,BAC,BCA,CAB és CBA sorrendekben. Tehat sszesen w = 560 féle
haromszog képezhetd ebbdl a 16 pontbdl.

Ez az 560 haromszog viszont tartalmaz néhany elfajulé haromszoget, tehat olyan ponthdrmast,
melyek egy egyenesre esnek, igy hdromszog helyett egy szakasz keletkezik. Ezek az elfajul6
haromszogek elhelyezkedhetnek a 3 x3-as négyzetracs oldalaival parhuzamos négy vizszintes és
négy fiiggbleges egyenesen. Ezek mind négy pontot, igy négy elfajulé haromszoget tartalmaznak,
tehat Osszesen 8 -4 = 32 elfajulé haromszoget jelentenek.
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Elhelyezkedhetnek tovdbba a két atlon, melyek egyenként négy-négy tjabb elfajulé haromszoget
adnak.

Végiil pedig az atlokkal parhuzamos harom csucsot tartalmazé négy darab ,kis atlo” szolgéltat
egyenként egy, igy Osszesen négy elfajulé haromszoget. Ezzel megszamoltuk az Osszes elfajuld
haromszoget, amik szdma tehat 6sszesen 32 + 8 +4 = 44.

Ezek alapjan 6sszesen 560 — 44 = 516 nem elfajul6 haromszog van, melyek csucsai a feladatban
szerepld 16 pont koziil keriilnek ki. o

4. Egy apa egy bizonyos 0sszeget szétosztott a gyermekei kozott. A legidésebb 100 Ft-ot kapott és
a maradék tized részét, a masodik 200 Ft-ot és az 4j maradék tized részét, a harmadik 300 Ft-ot
és az Uj maradék tized részét és igy tovabb. A végén kideriilt, hogy minden gyermek ugyanannyit
kapott. Hiany gyermek volt, €s mennyit kapott egyik-egyik?

Jeldlje x azt az Osszeget melyet az apa Osszesen szétoszt. Ekkor a legiddsebb gyerek

1
100+ 77190 ko
kap. A mésodiknak
— (100 + =100y __ 200 — 300 — *=100 —290— X
2004 * = o ) — 200+~ - :2oo+xl—0101:t

jut. A feladat alapjan mindkettdnek ugyanannyi pénz jutott tehat:

x— 100 36—290—1)‘—0

1 =2
00+ 00+ 0

Amibdl: .

1000 +x — 100 = 2000 +x — 290 — 10
Vagyis 810 = 15 Igy: x = 8100. Ezek alapjdn az elsS két — és egyben az osszes — gyerek 900 Ft-ot
kap. Mivel 8100/900 = 9, igy 9 gyerek van. EllendrizhetS, hogy mind a 9 gyerek 900 Ft-ot kap
és az utolsondl elfogy az dsszes pénz. o
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5. Az ABCD téglalap BC oldaldnak felezGpontja F'. Hanyadrésze a satirozott teriiletek Osszege a

téglalap teriiletének? D C
M F
P
A B

Messe a DB 4tl6 az AC és AF egyeneseket rendre M és P pontban. Mivel barmely téglalap atl6i
felezik a téglalap teriiletét és egymast, igy az ACD haromszog teriilete fele a téglalap teriiletének,
tovdbba DM stlyvonal a haromszogben. Ismeretes, hogy a sulyvonal felezi a hiaromszog
tertiletét, igy DMC haromszog teriilete fele az ADC haromszog teriiltének, igy negyede a téglalap
teriiletének.

Az ABC haromszogben a BM és AF sulyvonalak, igy az AF B és AMB haromszogek teriilete egy-
arant fele az ABC haromszog teriiletének, igy negyede a téglalap teriiletének. Ismeretes, hogy a
haromszog sulyvonalai harmadoljdk egymast, tehat % = A% = % Mivel FPB és FAB haromszo-
gek FP és FA oldalakhoz tartoz6 magassaga megegyezik, igy teriiletiik ardnya megegyezik az FP
és FA oldalak ardanyaval. Tehat F'PB haromszog teriilete harmada az FAB haromszdog teriiletének,
igy tizenkettede a téglalap teriiletének. Ugyanigy MPA hiromszog teriilete is tizenkettede a tégla-

lap teriiletének.

1 1 1 5
Tehdt a satirozott rész tertilete: 1 + - + -1 része a téglalap teriiletének. o

- J

5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Az iskoldban 1évd tanul6i szekrényeket az 1-essel kezd6dden egymds utdan sorszamoztik mi-
anyagbol késziilt szdmjegyekkel. A szamjegyek darabja 20 forint volt. Tehdt a 9-es 20 forintba
keriilt, a 10-es pedig 20 - 2 = 40-be. Az sszes szekrény szamozdsara 138900 forintot koltottiink.
Mi volt az utols6 szekrény sorszdma?

Mivel 138900 Ft-ot koltottek €s minden szamjegy 20 Ft-ba keriilt, igy % = 6945 szamjegyet
vésdaroltak. 1-t6] 9-ig sorszamozott szekrényekre dsszesen 9 szdmjegyet hasznaltak. 10-t61 99-ig
90 -2 = 180 és 100-t6l 999-ig 900 - 3 = 2700 szamjegy kellett. Tehat 1-t61 999-ig Osszesen
9+ 180 + 2700 = 2889 szamjegy fogyott el, igy maradt 6945 — 2889 = 4056 darab. 999 utian

4-jegyli szamok jonnek, igy a 4056 darab szamjegy tovabbi Aﬂj = 1014 szamra elegends. 999

utdn az 1014. szdm a 2013, igy 2013 az utolsé szekrény sorszdma. o

2. Gondolatban firjuk le a ddtumokat év.hénap.nap formatumban. Pl. 1948.3.25. Nevezziik ezt a
datumot ,,vegyesnek”, mert minden jegye kiillonbozé. Hany nap telik el a XX. szdzad utolsé
»vegyes” datumdtdl a XXI. szdzad elsd ,,vegyes” datumdig? (Egyjegyl honap és egyjegyl nap
szama elé nem kell 0-at irni!)
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Az utolsé ,,vegyes” datum a XX. szdzadban az 1987.6.30 és az elsd a XXI. szdzadban a 2013.4.5.
Tehat azt kell kiszamolni, hogy ek6zott a két datum kozott hany nap telt el. Induljunk az 1987.6.30-
as datumtdl! Ez a datum junius utols6 napja, igy ebben az évben 0sszesen 6 teljes honap van még
hatra, melyek a jalius, augusztus, szeptember, oktober, november és december. Ezek rendre 31,
31, 30, 31, 30, illetve 31 napos hénapok, igy 1988.1.1-ig 31 +31+30+31+30+31 = 184 nap
van. Ezek utdn 1988.1.1-t61 2013.1.1-ig Osszesen 25 év van, igy ekozott dsszesen 25 - 365 = 9125
nap telik el. Ekozott a 25 év kozott 7 szok6év is van (1988, 1992, 1996, 2000, 2004, 2008 és
2012), melyek ujabb 7 napot szolgdltatnak. Ezutdn mar csak 2013-ban eltelt napok szamat kell
megszamolni. 2013.4.5-ig eltelik egy teljes janudr, februdr és marcius, melyek rendre 31, 28,
illetve 31 naposak. Aprilisban még tovabbi 4 nap telt el. Tehat 1987.6.30-t61 2013.4.5-ig Gsszesen

184+9125+7+31+28+31+4=9410
nap telik el. o

3. Egy otletes roviditést vezetiink be olyan szamok leirdsara, amelyben sok egyforma szamjegy all
egymds utdn: jelolje d,, a d szdmjegy n-szeres fellépését. Az n lehet 1, 2, 3, ... PL. 77755 =
7352,11119999988333 = 14958,33,5557755 = 537,5,. Ha ezen jelolés mellett

2x3y5z 4= 315x2y = 5377835,753.

akkor mivel egyenld x, y és z?

Vizsgéljuk az Osszeaddst az egyes helyiért€ktdl indulva. A 2,3,5, utolsé szdmjegye az 5 €s a
3;5,2y utolso szdmjegye a 2.

Az Osszegben a tizes helyi értéken 7-es van. Mivel az Osszeadanddkban csak a 2-es, 3-as és 5-0s
szamjegy 4ll, igy ellendrizhet6, hogy csak akkor lehet a tizesek helyén az Osszegben 7, ha az
Osszeadanddkban a 2-es és 5-0s szerepel (hiszen atvdltds az egyes helyiértéken nincs). A 2-es nem
lehet a 2,3,5, szamban a tizesek helyén, mert az els 2-es eldtt kell szerepelnie 3-as szimjegynek.
Tehét 2,3,5, szam tizes helyiértékén az 5-6s van €s 3,5,2, szamnal pedig a 2-es.

Ugyanez a meggondolds igaz a szdzasok helyiértékét nézve. Ekkor is az deriil ki, hogy a szdzasok
helyén a 2,3,5, szdamban 5-0s fog allni és a 3,5,2, szdmban 2-es.

Az Osszegben az ezresek helyén 5-0s szdmjegy 4ll. Mivel 4tvéltds a szdzasokndl sincs, ezért
ellendrizhetd, hogy ez csak ugy lehet, hogy az 6sszeadanddk ezres helyiértékénél egyikben 3-as,
a masikban egy 2-es szdmjegy all. (Lehetne ugy is, hogy az egyik dsszeadando csak 3 szamjegyl
és a masik Osszeadando ezres helyiértékén pedig 5-0s 4ll, de mindkét szdm x +y + z jegyl, igy
ez nem fordulhat el6.) Mivel eddig még nem szerepelt 3-as szdmjegy a 2-es tovabbra sem lehet a
2,3,5; szdmban, igy ennek a szimnak ezres helyiértékén a 3-as van. Ebbol mar kovetkezik, hogy
z =3, hiszen a 2,3,5, szdm 3 darab 5-0sre végzddik.

Mivel megint nincs atvaltas, igy az 0sszegben taldlhat6 tizezres helyiértéken 1€vé 8-as csak ugy
érhet6 el, hogy az Osszeadanddkban ezen a helyiértéken egyikben 5-0s, a mdsikban 3-as van.
Akdrhogy is van elrendezve a 3,5,2, szdmban megszakad a 2-es szdmjegy sorozata, igy ez 4
darab 2-re végzddik, amibdl kovetkezik, hogy y = 4.

Mivel a 2, 3 és 5 jegyli szdmokndl az Osszeaddsnal atvaltds csak két 5-0s Osszeaddsdval lehetséges
€s a 2,3,5; szamban csak az utolsé harom jegy 5-0s, ekkor viszont a mdsik szdmban csak 2-es
szdmjegy van, igy az Osszeaddsndl nem torténik sehol 4tvitel. Mivel mindkét 6sszeadando
x+y-+zjegyl, igy az 0sszeg is ennyi jegybdl all. Viszont az 0sszeg 3+2+3+ 143 =12 jegyd,
igyx+y+z=x+4+3 =12, ahonnan x = 5. Tehiat x =35, y =4 és z = 3, melyek valéban j6
megoldast szolgdltatnak.
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4. Egy 82 cm hosszu €s 40 cm széles téglalap alaki keménylap négy sarkabdl leviagtunk egy-egy
egybevago négyzetet, a megmaradt papirbol egy feliil nyitott téglatest alaki dobozt készitettiink.
Milyen magas volt a doboz, ha annak elkészitéséhez felhasznalt papir 3136 cm? volt?

Ha a téglalap négy sarkardl levagjuk a négyzeteket, akkor az dbrdn 1évo alakzatot kapjuk.

Ebbdl a dobozt ugy készithetjiik el, hogy a szaggatott vonallal hatarolt téglalap lesz a doboz alja
és az ezt koriilvevd négy kisebb téglalap behajtva alkotja a doboz négy falat. EbbdI viszont az
kovetkezik, hogy a doboz olyan magas, mint a levagott négyzetek oldalhossza. Eredetileg (a vagés
el6tt) a téglalap teriilete 82 - 40 = 3280 cm? volt. Mivel csak 3136 cm? keriilt felhasznaldsra, igy
a levagott négy négyzet osszteriilete 3280 — 3136 = 144 cm”. Mivel a négyzetek egybevagéak,

igy egy négyzet teriilete % = 36 cm?. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy egy négyzet oldala, igy a

doboz magassiga is 6 cm. O

5. A blivos négyzetben minden sorban, minden oszlopban és mindkét 4tléban a szdmok Osszege
ugyanannyi. Egy 3 -3-as méretli blivos négyzetet hidnyosan toltottiink ki. Ird be a hidnyzo6 sza-
mokat! Ird le a gondolatmenetedet is!

40 | a | 28
13| b | ¢
d | e | 10

Jeloljik a hidnyz6 szdmokat a, b, c, d és e-vel az dbrdnak megfeleléen. Tovabba legyen x az
ebben a blivos négyzetben 1év oszlopokban, sorokban és az dtlokban 1évo osszeg. Ekkor az egyik
atlé miatt 40 + b+ 10 = x, amibdl b = x — 50. Az egyik oszlopbdl tudjuk, hogy 28 4+ c+ 10 = x,
amibdl ¢ = x — 38. Ekkor az egyik sorb6l 13 +b+c¢ =x= 13+ (x — 50) + (x — 38) = 2x—75. Igy
x =2x—775, tehat x = 75. Innen tudjuk, hogy b = 25 és ¢ = 37. Ekkor a 40+ a + 28 = x = 75-bdl
lathatjuk, hogy a =7 és végiil pediga 40+ 13+d =x="75illetveaza+b+e=7+25+e=x=75
egyenlGségekbdl kovetkezik, hogy d = 22 és e = 43. Igy taldltunk egy helyes kitoltést (a mellékelt
abran lathatd) és az is kideriilt, hogy nincs mds megoldas.

40| 7 |28
13 | 25 | 57
224310
o

- J
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5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Allitsd el§ a 100-at egymdstol kiilonboz6 médokon az 1,2,3,...,9 szdmjegyek segitségével, négy
alapmiiveleti jelet és zar6jelet haszndlhatsz, de a szdmjegyek sorrendjét nem véltoztathatod meg!
Ha két vagy tobb szamjegy kozé nem teszel semmilyen megengedett jelet, akkor azokat (balrdl
kezdve) egy tobbjegyli szdmnak olvashatod!

(a) 100=123456789
(b) 100=987654321

Helyes el6allitasok a kovetkezok. (Egyéb megoldasok is 1éteznek.)

() 100=(14+2+344)-5-((—6)+7—8+9)
100=123-4-5-6-7+8-9
100=1-(2+3)-4-5-(6-7)-(8—9)
(b) 100=9-8+7+6+5+4+3+2+1
100=(9+8—-7—6)-5-(4-3/2—1)
100=98+7—-6+5—-4+3-2—1 O

2. 300 darab 1 cm>-es kiskocka mindegyikét felhasznalva kiilonféle méretii tomar téglatesteket 4lli-
tottunk O0ssze. Hany olyan téglatest van, amelynek oldalhosszai egész szamok é€s a térfogata 300
cm?? Ird le a taldlt testek méreteit!

Azok a téglatestek, melyek térfogata 300 cm? és 1 cm3-es kiskockakbdl épiilnek fel, pontosan
azok, melyek méretei (hosszusdg, szélesség, magassdg) centiméterben mérve egész szamok és
ezen harom szam szorzata 300. Két téglatest akkor kiilonbozik, ha a harom méretiik centiméterben
mérve kiilonboz6 szdmhdrmast ad. (Egy szdmhdrmasban 1év6 szdmok sorrendje nem szamit!)
Ezek alapjdn Osszeszedhetd a 20 féle téglatest, melyek méretei centiméterben mérve:

1,1,300; 1,2,150; 1,3,100; 1,4,75; 1,5,60; 1,6,50; 1,10,30; 1,12,25; 1,15,20;

2,2,75; 2,3,50; 2,5,30; 2,6,25; 2,10, 15;

3,4,25; 3,5,20; 3,10, 10;

4,5,15;

5,5,12;5,6,10. O

3. (a) Igazold, hogy nem helyezhetiink el egy kocka cstcsaiban a 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9, 10,
11, 12 szamok koziil nyolc kiilonb6z6t tgy, hogy barmely él két végpontjdban levé szamok
Osszege oszthat6 legyen 2-vel.

(b) Igazold, hogy elhelyezhetiink egy kocka csicsaiban a 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12
szamok koziil nyolc kiilonboz6t tigy, hogy barmely é1 két végpontjdban levd szdmok Osszege
oszthat6 legyen 3-mal.

(a) Egy él két végpontjaban 1év6 szam Osszege, akkor lesz oszthat6 2-vel, ha mindkét szam parat-
lan vagy mindkettS paros. Tehat szomszédos cstcsok paritdsa azonos. Igy ha j6l szdmozzuk
(a feladatnak megfelel6en) egy kocka csucsait és az egyik csicsban paros szam van, akkor
ezen csucs szomszédaiban is paros szam kell szerepeljen €s ekkor ezek szomszédaiban is és
igy tovabb. Igy eljuthatunk az osszes cstcshoz, tehdt megbizonyosodhatunk, hogy ha egyik
csucsban péros szam van, akkor az 0sszesben. Ugyanigy lathat6, hogyha van egy paratlan
szammal ellétott csucs, akkor mindenhol az van. Tehat ha egy kockét j6l szdmozunk, akkor
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vagy csak pdros vagy csak pdratlan szdmot haszndlunk a szdmozdshoz. Viszont a megadott
13 szdm kozott 7 darab paros €s 6 darab paratlan szdm szerepel, igy nem vélaszthatunk ki
koziiliik 8 darab azonos paritdsu szamot.

(b) Egy €l két végpontjdban 1év6 szamok 6sszege akkor lesz 3-mal 9 7
oszthatd, ha mindkét szdm 3-mal oszthat6 vagy ha az egyik szdm
1-et, a masik pedig 2-t ad maradékul 3-mal osztva. Tehat, ha van I
3-mal oszthaté szdm az egyik csicsban, akkor az el6z6 gondo-
latmenet alapjdn minden szdmnak 3-mal oszthatonak kell len-
nie, de a felsorolt 13 szam kozott nincs 8 darab 3-mal oszthato, .-
igy ez nem lehetséges. Viszont ha a mésik lehetdséggel pro- 8 10
balkozunk, vagyis az élek egyik végpontjdban 1évd szdm 1-et, a masik 2-t ad 3-mal osztva
maradékul, akkor taldlhatunk helyes szdmozast. Egy j6 szdmozas az dbran lathato. o

L
| SRR -

4. Az 6sszel almat szedtiink. A vodorbe és a kosarba gydjtott almat beleboritottuk a 1dddba, majd
tovabb szedtiik a kisebb edényekbe. Egy vodorben 36 kilogrammal kevesebb alma volt, mint egy
laddban. A laddban pedig 12 kilogrammal tobb alma van a kosdrban 1évé alma kétszeresénél.
A kosdrban pedig 6 kilogrammal tobb alma van, mint a vodorben. Mennyi almét szedtiink, ha
a sziiret végén négy ladank, harom vodriink és egy kosarunk volt tele? (A szovegben szerepld
adatok mindig a tele edényekre vonatkoznak.)

Jeloljiik a vodorben, kosdrban és ladaban tarolhaté alma mennyiséget kilogrammban mérve rendre
v-vel, k-val és [-lel. Ekkor a feladatban taldlhato kikotések alapjan teljesiil, hogy

v+36=1
[—12 =2k
k—6=v

Ekkor harmadik és elsG egyenletet hasznalva lathatjuk, hogy v+36 = (k—6) +36 = k+ 30 = .
Ezt és a mdsodik egyenletet felhaszndlva [ — 12 = (k+30) — 12 = k+ 18 = 2k, amibdl kapjuk,
hogy k = 18. Igy a harmadik egyenletet haszndlva k — 6 = 18 — 6 = 12 = v, illetve a mdsodikat
haszndlva [ — 12 = 2k = 2- 18 = 36, amibdl [ = 48. gy a sziiret végén a négy lada, hiarom vodor
és egy kosar 0sszesen 4] +3v+k =4-48 43124 18 = 246 kilogramm almat jelent. o

5. Ot szdmkértyank van D @ Mindegyiken egy-egy nulldndl nagyobb, de egymastol
kiilonb6z6 szamjegy all. Az egyik szamkartya forditva keriilt a képre, ezért nem lathatd, hogy
melyik szdmjegy van rajta. Az 6t szdmkdértya felhaszndldsaval egy kétjegyl és egy hiaromjegy
szamot allitunk el6. Mennyi lehet a két legnagyobb kiilonbségli szdm kiilonbségének és a két
legkisebb kiilonbségli szam kiilonbségének a kiillonbsége?

Jelolje x az utolsé kartyan 1év6 szamjegyet. Mivel a kartydkon 1év6 szamjegyek kiillonbozok és
nem szerepel koztiik a 0, igy 8 > x > 2 egyenl6tlenségek teljesiilnek. Barmely 3-jegyli szdm
nagyobb egy 2-jegyli szamndl, igy egy 3-jegyii €s egy 2-jegyli szam kiilonbségét ugy kapjuk meg,
hogy a 3-jegyli szambdl kivonjuk a 2-jegytit. Tehat ha ezt a kiilonbséget akarjuk maximalizélni,
akkor arra toreksziink, hogy a 3-jegyl szdm minél nagyobb a 2-jegyli szdm pedig minél kisebb
legyen. Figyelembe véve, hogy 8 > x > 2, a legnagyobb 3-jegyl jegyd szdm, ami ebbdl az 5
kadrtyabol készithetd a 98x és a legkisebb 2-jegy(i pedig a 12. Ezek egyidejtileg elkészithetSek, igy
a legnagyobb kiilonbség, ami elérhets a 98x — 12.
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Ha a legkisebb kiilonbségre toreksziink, akkor a 3-jegyli szdmot akarjuk minimalizdlni és a
2-jegyl szamot maximalizdlni. Ekkor is elérhetd egyidejlileg a legkisebb 3-jegy(i és legnagyobb
2-jegyli szam, ami elkészithetd ezen 5 kartydbdl, amik rendre a 12x és 98. Igy a minimadlis
kiilonbség itt a 12x — 98.

Tehat a két legnagyobb kiilonbségli szam kiilonbségének és a két legkisebb kiilonbségli szam
kiilonbségének a kiilonbsége 98x — 12 — (12x—98) = (10-98 +x) — 12— ([10- 12+ x] — 98) = 946
fliggetleniil az utolsé kértyan 1év6 szamtdl.

- J

1. Egy 90 méter hosszi és 28,5 méter sz€les, téglalap alaku telken nyulakat és tytikokat tenyészt egy
gazda. Amikor egy latogat6 érkezett, megkérdezte, hogy hany nyul és hany tytk van a telepen. A
gazda igy vdlaszolt: ,,Az dllatoknak 6sszesen 2652 labuk és annyi fejiik van, mint a telek — m?-
ben kifejezett — teriilet mérészdmanak 2 6tod része.” A latogatd nem ismerte a teriilet nagysagét,
igy nem tudta megoldani a feladatot. Segitsiink neki!

A telek teriilete 90 - 28,5 = 2565 m?, aminek 2/5-e éppen 1026. Vagyis 1026 4llat van a telken.
(Feltéve, hogy minden éllatnak pontosan egy feje van.)

Els6 megoldds: Ha minden éallatnak két laba lenne, akkor 2052 ldbuk lenne Osszesen. A
valésagban ennél 600-zal tobb 14b van, amit a nyulak adnak, hiszen nekik 2 helyett 4 1abuk van.
A 600 1ab ,,felesleget” igy 300 nyul adja.

Masodik megoldds: Egyenletrendszerrel is megoldhatjuk a feladatot. Legyen n darab nyul és ¢
darab tyuk a telken. Ekkor egyrészt tudjuk, hogy ¢ 4+ n = 1026, hiszen ennyi allat van Osszesen.
Masrészt pedig 2t 4+ 4n = 2652, hiszen ennyi labuk van Osszesen. Ezt megoldva kapjuk a
végeredményt.

Vagyis 300 nyul és 726 tytk adja a 2652 labat. o

2. 1 cm éld kockdkbol 18x 18x 18-as méretl tomor kockat raktunk 6ssze, majd a felszinét pirosra
festettiik. Legkevesebb hany pirosra szinezett kiskockat kell elvenni a nagy kockabdl, hogy a
megmarado test felszine 2014 legyen! Indokol;!

A nagy kocka felszine 6- 18> = 1944 cm?, ami 70-nel kevesebb 2014-nél. Tehdt 70 cm?>-rel
kell a nagy kocka felszinét novelniink. Ha a teljes kockdbol vesziink el egy kis kockdt, akkor a
kovetkezOképpen véltozhat a kocka felszine:

e ha csucsnal 1évd kis kockat vesziink el, akkor nem valtozik a felszin,
e ha egy éInél 1évot, akkor 2-vel nd,

e ha egy oldal belsején 1év6t, akkor 4-gyel nd.

Ezek alapjan minél tobb egymdssal nem szomszédos oldal belsejénél 1év6 kis kockdt érdemes
elvenni, mert ezek novelik leginkdbb a feliiletet. 17 ilyen elvétele utdn 68-cal nétt a feliilet, igy
még el kell venniink egy kockat valamelyik éIr6l is. Konnyen meggondolhatjuk, hogy ez meg is
val6sithat6. Osszesen tehdt legkevesebb 18 kocka elvételével oldhaté meg a feladat.

Megjegyzés: Ha nem csak a kocka ,,felszinén” 1€vo kis kockdkat lehet elvenni, akkor kevesebb kis
kocka elvételével is megvaldsithatd a feliilet 2014-re novelése. o
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3. A Kalmér dontdre egy iskolabdl 6 gyerek, valamint Alfa, Béta és Gamma tanér urak utaztak el.
Szamukra egy sorban 9 egymds melletti helyet tartottak fenn a rendezvény szervez6i. A tandrok
érkeztek elsdként, és elhatdroztdk, hogy ugy fognak leiilni, hogy mindhdrman két didk kozott
iljenek. Hanyféle iilésrend képzelhetd el?

Szdmozzuk meg a székeket 1-t6]1 10-ig. Ekkor 10 féleképpen lehet 3 helyet kivdlasztani a tana-
roknak dgy, hogy minden tandr mindkét kozvetlen szomszédja didk legyen. Ezek a lehetGségek:
246,247,248,257,258,268,357,358,368,468. Ha rogzitettiik a tanarok helyét, akkor azon a
harom helyen 3-2 -1 = 6 féleképpen iilhetnek a tanarok. A didkok a kimarado 6 helyen ugyanilyen
megfontoldsbdl 6-5-4-3-2- 1 = 720 kiilonbozé féleképpen helyezkedhetnek el. Igy az osszes
lehetdség szama: 10-6-720 = 43200.

4. Haény olyan négyjegyi pozitiv egész szam van, amelyben szerepel a nulla szamjegy?

Els6 megoldds: Szamoljuk meg a szdmokat aszerint, hogy hany O szerepel benniik.

e | darab 0. Ekkor a masik 3 szdmjegy egymadstol fiiggetleniil 9 féle lehet. Ha a O helyét
rogzitjiik, akkor 92 ilyen szdm van. De 3 helyen lehet a 0, igy 6sszesen 3-93 = 2187 ilyen
szam van.

e 2 darab 0. Ekkor a maradék két szdmjegy egymadstdl fiiggetleniil 9 féle lehet. Ha a két O
helyét rogzitjiik, akkor 92 ilyen szam van. A két 0 hiromféleképpen helyezkedhet el, vagyis
osszesen 3 - 92 = 243 ilyen szdm van.

e 3 darab 0. Ilyen szdmbdl nyilvan 9 darab van: 1000,2000,...,9000.

Osszesen tehdt 2187 +243 49 = 2439 ilyen szdm van.

Masodik megoldas: Szamoljuk meg azokat a szdmokat, amikben nincsen 0, majd ezeket vonjuk le
az Osszes négyjegyl szdm szamabol. Ha nem lehet a szdmban 0 szdmjegy, akkor minden helyiér-
téken egymastdl fiiggetleniil 9 féle szamjegy lehetséges. Vagyis 9* = 6561 olyan négyjegy( szdm
van, amiben nem szerepel 0. Mivel 9000 négyjegyli szdm van Osszesen, ezért 9000 — 6561 = 2439
olyan szdm van, amiben szerepel a 0 szamjegy. o

5. Ha az 1234 négyjegyl szambol minden lehetséges modon torliink két szamjegyet, majd az igy
megmaradt két szamjegyet kétjegyii szamként kiolvassuk, akkor a 12, 13, 14, 23, 24, 34 szamokat
kapjuk. Ezek 0sszege 120. Keressetek olyan négyjegyli szamot, amelynél ez az 6sszeg a) 220 b)
540. (Vigyazz! Pl. az 1052-ben a 02 nem kétjegydi, hanem egyjegyti és értéke 2.)

Legyen a keresett négyjegyl szam abcd. Ekkor a vizsgalt Osszeg: ab + ac +ad + bc + bd + cd,
ami ilyen alakban is {rhat6:

10a+b+10a+c+10a+d+10b+c+10b+d + 10c +d = 30a + 2156+ 12¢ +3d.

a) Ez az 0sszeg oszthatd 3-mal, hiszen minden tagja oszthaté 3-mal. Viszont 220 nem oszthatd
3-mal, igy nem létezik olyan 4-jegyl szdm, amire a fenti 6sszeg 220 lenne.

7

b) 540 oszthaté 3-mal, igy az el6z0 bizonyitds nem miikodik, de ez nem jelenti azt, hogy feltét-
leniil kell is ilyen szdmnak lennie. Ha van ilyen szdm, akkor tudjuk, hogy

30a+21b+ 12¢ + 3d = 540.
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Oszthatunk 3-mal, ekkor a kicsit egyszertibb 10a +7b +4c+d = 180 egyenlethez jutunk. Ha
a =9, akkor 7b+4c+d =90. Ha b =9, akkor 4c 4+ d = 27. Ebben az esetben c legfeljebb 6
lehet. Ekkor ¢ = 6 és d = 3 esetén j6 megoldast kapunk. Ilymddon juthatunk el a 9963-hoz,

ami megfeleld szam.
A feladat szovege nem kérte, de az dsszes j6 megoldas: 9963, 9957, 9882, 9876, 9795, 9789,
8991, 8985, 8979, 8898. o

- J

1. Hény olyan négyjegyl pozitiv egész szdm van, amely oszthaté 9-cel és 25-tel, €s mind a négy
szamjegye kiilonb6z6?

Ha egy szam oszthat6 25-tel, akkor az utols6 2 szamjegye 00, 25, 50 vagy 75. Mivel a keresett
szdmainknak minden szdmjegye kiilonbozo, igy a 00 végzddés nem jon szoba. A keresett
szamok 9-cel is oszthatoak, vagyis a szamjegyek 0sszege oszthaté 9-cel. Ezek alapjdn az alabbi
lehet&ségek vannak:

e 25-re végzddik a szdm. Ennek a két szdmjegynek az 6sszege 7, igy a maradék két szamjegy
Osszege 2 vagy 11, mert csak igy lehet a szdimjegyek Osszege 9-cel oszthat6. Két szamjegy
Osszegeként a 2 csak gy dllhat eld, hogy 1, 1, illetve 2, 0, de ez egyik sem j06, hiszen kiilon-
bozdknek kell lenniiik a szaimjegyeknek, és a végzddésben mar van 2-es. Ha 11 az Osszeg,
akkor nem lehet a két szdmjegy azonos, ezzel nem kell torddniink. Viszont el kell keriilniink
a 2-t és az 5-6t. Igy négy lehetSség képzelhets el: 3825, 4725, 7425, 8325.

e 50-re végzddik a szam. Ekkor a masik két szdmjegy 0sszege 4 vagy 13 lehet. Hasonl6an az
el6z6ekhez, ha nem lehet két azonos szamjegy, illetve 5 és 0 sem, akkor a kovetkez6 esetek
lehetségesek: 1350, 3150, illetve 4950, 6750, 7650, 9450.

o 75-re végz6dik a szam. Ekkor a mésik két szdmjegy Gsszege 6 vagy 15. Igy 5 lehetSség van:
2475, 4275, 6075, illetve 6975, 9675.

Osszesen 15 szdm felel meg a feladatban megfogalmazott feltételeknek. o

2. Egy 8x8-as sakktabla mezbire az dbran lathaté mddon irtuk be a szdmokat 1-t6l 64- —
ig. Helyezzétek a sakktdbla mezdire ezt a harom kis négyzetbdl all6 alakzatot! Hany
olyan elhelyezés lehetséges, amelyben a lefedett mezdkben 1€vS szamok Gsszege oszt- |
hat6 3-mal? A kis alakzatot tetsz6legesen forgathatod a sakktdblan!

112/3[4|5/6,7]8

9 110|11|12|13|14|15|16

17/18/19|20(2122|23|24

25|26|27(28/29|30|31(32
33|34|35/36/37|38|39|40

41/42143|44 145464748

49/50|51|52|53|54|55|56

57/58|59(60/61|62|63 |64

Els6 megoldds: A bal felsd 2x2-es négyzetben két elhelyezés lehetséges: 1, 2, 9, illetve 2, 9,
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10. Ha egy jol elhelyezett alakzatot vizszintesen egy négyzettel jobbra mozgatunk, akkor is
j6 elhelyezést kapunk, hiszen mindhdrom lefedett szdm 1-gyel nd, igy az Osszeg éppen 3-mal.
Igy tehdt az els két sorban 14 j6 elhelyezés van, hiszen 6-szor lehet eggyel-eggyel jobbra tolni
az alakzatot. Hasonldan lefelé elmozditva az alakzatot, szintén j6 elhelyezést kapunk, akkor
ugyanis minden lefedett szam értéke 8-cal nd, az 6sszeg tehat éppen 24-gyel. Igy j6 elhelyezésbsl
jO elhelyezést kapunk. 6-szor lehet egyesével lejjebb tolni a j6 alakzatokat, vagyis Osszesen
7-14 = 98 megfeleld elhelyezés van.

Masodik megoldds: Ha tetszGleges 2 x2-es négyzet bal fels6 sarkdban n szerepel, akkor a masik
harom mez6n n+ 1,n+ 8 és n+9 taldlhat6. A 4 lehetséges elhelyezésbdl az n,n+1,n+ 8 lefedése
esetén az Osszeg 3n+9, ami oszthatd 3-mal, illetve az n+1,n+8,n+9, ami 3n+ 18. Tehat minden
2x2-es négyzetben két j6 elhelyezés van. 2x2-es négyzet 49 van a tabldn, hiszen a bal fels6 sarka
meghatdrozza a négyzete, az pedig barhol lehet a nagy négyzet bal felsé 7x 7-es négyzetében. Igy
a megolddsok szdma 2 -49 = 98.

3. Egy kocka 125 darab 1 cm?>-es fehér és piros kiskockdbél 4ll. Kozottiik pontosan annyi fehérre
festett van, amennyi sziikséges ahhoz, hogy a nagykocka kiilsején a fehér és a piros négyzetlapok
sakktablaszertien helyezkedjenek el. Hany fehérre festett kocka van a 125 kozétt, ha a csicsokba
piros kockat helyeztiink el?

A kocka élhosszusaga 5 cm, hiszen 5-5-5 = 125. Nézziik a koc-
ka egyik lapjat. Ha a csucsokban piros kis kockdk vannak, akkor
egy lapon 12 fehér kockat latunk. Ebbdl 4 helyezkedik el a belsd
3x3-as négyzetben. Igy tehat minden oldalon van 4, ami 6ssze-
sen 6-4 = 24 fehér kocka. Ezeken kiviil a kocka minden élén
van 2 fehér kis kocka. (Ha ezeket laponként szdmolndnk, akkor
minden ilyen fehér kockdt kétszer vennénk szdmitasba.) Mivel
12 éle van egy kockdnak, igy Osszesen 24 fehér kis kocka van a
nagy kocka éleinél. Vagyis 48 fehér kis kocka segitségével elo-
allithat6 a kivant test.

Masodik megoldas: A kockat felszeletelhetjiik 5 részre az egyik oldaldval pirhuzamosan €s min-
den szeletben megnézhetjiik, hogy hany fehér kis kocka van. Az elsd és az utolsé szeletben éppen
az abran lathato kis kockdk lesznek fehérek, ami Osszesen 24 darab. A mdasodik és negyedik sze-
letben csak a kék négyzeten kiviili keretben lesz fehér négyzet, mégpedig 8-8 darab. (Pontosan
azok, amik ezen az dbran éppen pirosak.) A harmadik szeletben ismét 8 fehér kis kocka lesz, azok,
amik a kék kereten kiviil az abrén is fehérek.

4. Egy egyenl@szari haromszog oldalai rendre (x+89), (7x+41) és (3x+85) cm. Az x értékérdl
semmi informdciénk nincs. Hiny cm a hdromszog keriiletének a lehetd legnagyobb értéke?

Hérom eset lehetséges aszerint, hogy a hdromszognek melyik két oldala egyenld:

e Ha x4 89 =7x+41, akkor ebbdl azt kapjuk, hogy x = 8, a kertiilet pedig 97 +97 + 109 = 303
cm.

e Ha x4 89 = 3x+ 85, akkor x = 2, amibdl a keriilet 91 +554+91 = 237 cm.
e Ha 7x+41 = 3x+ 85, akkor x = 11, vagyis a keriilet 100+ 118+ 118 = 336 cm.

Mivel 1004118 > 118, igy teljesiil a haromszog-egyenldtlenség, vagyis 1étezik ilyen haromszog.
A lehetd legnagyobb kertilet tehdt 336 cm.
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5. Egy nagy papirlapra leirtuk az évszamokat egymds utdn Istvan kirdly megkorondzasdnak évétdl
a mostani évig (2013-ig, a 2013-at is beleértve). Mennyivel egyenld a leirt évszdmok szamjegye-
inek Osszege? (Istvant 1001. janudr 1-jén korondztdk meg.)

Nézziik meg, hogy melyik helyiértéken melyik szamjegy hanyszor szerepel 1001 és 1999 kozott.
Az ezresek helyén az 1-es 999-szer, az ebbdl ad6do 6sszeg 999. Vegyiik hozza az 1000-et is a
szamokhoz, mert annak az utols6 3 jegye nem valtoztatja meg a szamjegyek Osszegét. A szdzas,
tizes, és egyes helyiértéken is minden szamjegy pontosan 100-szor szerepel, hiszen a masik két
szdmjegy barmi lehet, ami 10- 10 = 100 lehet6ség. Egy helyiértéken tehat a szdmjegyek Osszege

100- (04+142+3+44+54+6+7+8+9) =4500.
Szamitasba kell még venniink a 2000 és 2013 kozotti szamok szdmjegyOsszegét. Ennek értéke:
24+34+44+5+6+7+8+9+10+11+3+4+5+6=2383.

Tehat 999 + 4500 4 4500 + 4500 + 83 = 14582 a megfelel szamjegyosszeg. o

- J

7. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. 9 kg mogyorét vasaroltunk, kilogrammonként 1800 forintért. A mogyord megtisztitdsa utdn —
lemérve a kapott mogyorobelet és héjat — megallapitottuk, hogy a mogyor6héj silya a mogyorobél
silydnak 2 harmadrésze. Mennyibe keriil a mogyor6bél kilogrammja?

Az Ossztomeg nem véltozott attdl, hogy meghdmoztuk a mogyorét. A mogyordobél sulyat x-el
jelolve kapjuk, hogy

X+ % x=9
Az egyenletet megoldva x = 25—7 kg =5,4 kg.
Tehat osszesen 9 - 1800 forintot fizettiink 5,4 kg mogyorobélért. fgy egy kg mogyorobél

9-1800 9-1800
= = fori keriil.
5.4 318 3000 forintba kerii o

2. 1-t6] 100-ig az egész szamokat két szinnel kiszineztiik: 74 szdmot pirosra, a maradék 26-ot kékre.
a) Bizonyitsd be, hogy a pirosak 0sszege nem lehetett egyenld a kékek dsszegével!

b) Legfeljebb hany szdmot szinezhettiink pirosra, ha a fenti két 6sszeg megegyezett?
Az elsd szdz szam Osszege M = 5050. Ahhoz, hogy a két kupacban megegyezzen az Osszeg,
az kell, hogy mindkét kupacban a szamok Osszege 2525 legyen.

Ha a legkisebb 74 szamot szinezziik pirosra, mar akkor is tallépiink az 6sszegen. Ugyanis az elsd
74 szam Osszege @ = 2775. Tehat akdrmelyik 74 szdmot vélasztjuk, ennél csak nagyobb lehet
az 0sszeg.

Kérdés, hogy melyik az a legkisebb szdm, hogy annyi piros a fentiekhez hasonl6 érvelés miatt
biztosan nem lehet. Az els§ 74 szdm Osszege 250-nel 1épte tdl a 2525-6t, ezért ha 3 szdmmal
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kevesebbet vesziink, még tdllépjiik az dsszeget, de ha csak 70-ig megyiink, mar nem. Pontosabban

¥ = 2556 > 2525, 70% = 2485 =12525-40

Tehat 70 piros szdmot vélasztva elérhetd, hogy a két kupacban egyenld legyen a szimok Osszege,
ehhez a legkisebb 70 szdm Osszegét 40-nel kell novelni. Ez megtehet6 példaul dgy, hogy kiva-
lasztjuk az els6 68 szamot, és még a 89, 90-et.

3. Keressétek meg az 6sszes olyan csupa kiilonb6z6 szamjegybdl 4ll6 haromjegyl szdmot, amely-
nek a szdmjegyeibdl képezhetd, kiilonbozd szamjegyeket tartalmazéd kétjegyli szdmok Osszege
egyenld az eredeti haromjegyli szammal!

Jeldlje a haromjegyd szdmot abe, ahol a # 0 és a, b, ¢ kiilonbozé egyjegyii szamok. Kiilon kell
megvizsgélni azokat az eseteket, amikor valamelyik szamjegy O.

1. eset: Ha egyik szamjegy sem 0, akkor 6 kiilonb6zd érvényes kétjegyii szam képezhetd:

ab,ac,bc,cb,ba,ca
Ezek Osszege
10a+b+10a+c+10b+c+10c+b+10b+a+ 10c+a =22(a+b+c)
Olyat keresiink, ahol ez az 0sszeg egyenld az eredeti haromjegyli szammal, azaz

22(a+b+c)=100a+ 10b+c
12b+21c ="78a
4b+Tc = 26a

Ennek az egyenletnek keressiik azokat a megolddsait, ahol a, b, ¢ kiillonb6z6 nem 0 egyjegyi
szamok. 4b+7c <4-9+7-9 =99 <26-4, ezért a értéke 1,2, vagy 3 lehet.

Haa =1, b =3, c =2 az egyetlen megoldas, ez j6. Haa =2, b = 6, ¢ = 4 az egyetlen j6
megoldas. Haa =3, b =9, c = 6 az egyetlen j6 megoldais.

2. eset: Ha b = 0, akkor 4 kiillonboz6 érvényes kétjegyl szam képezhetd:

ab,ac,cb,ca
2la+21c =100a+c
20c =79a

Ennek nincsen megfelel6 megolddsa, mert a 79 prim, igy csak ugy lehetne egyenl6ség, ha ¢
oszthat6 79-cel.

3. eset: Ha ¢ = 0, akkor 4 kiilonb6z0 érvényes kétjegyii szam képezhetd:

ab,ac,bc,ba
2la+21b = 100a + 10b
116 ="79a

Ez hasonl6 okokb6l nem megoldhat6.
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Tehét a megfeleld hdromjegyl szdmok: 132, 264, 396. o

4. Egy n oldald szabdlyos sokszdg oldalhossza legyen a, beirt korének sugara r. A sokszog belse-
jében felvettiink egy P bels6é pontot, amelybdl merSlegeseket allitottunk a sokszog minden olda-

lanak egyenesére. Igaz-e, hogy ezen merdleges szakaszok hosszdnak Osszege dlland6? (n = 3,
n=4,n=5n=06)

Jelolje a merdleges szakaszok hosszat x1,x3,...,x,. Ha a P pontot 6sszekotjiik a sokszog cstcsai-
val, akkor a keletkez6 haromszogek teriiletének 0sszege éppen a sokszog teriilete, ami nem fiigg a
P pont vélasztasatol. Jelolje ezt 7;,.

a
X4
a a
P
X6
a a
X
a a
X1
a a

Misrészt a kis haromszogeknek mind a az alapja, és az ehhez tartozé magassag éppen x;. gy a
sokszog teriiletét a hdromszogekbdl kiszdmolva

RN S
2 2 2
a

Tnzi-(xl—l—xz—l—...—l—xn)

7:X1—|—X2+...+Xn

Tehat rogzitett n esetén valoban dllandé a szakaszok hosszanak Osszege. o

5. Széamitsd ki 2013-nak azt a legkisebb tobbszorosét, amely 2014-re végzddik!

Legyen X, . .- x3x3x] az a szam, amivel a 2013-at szorozzuk, x; hatulrdl az i. helyen all6 szamjegy.
A szorzat utols6 szdmjegyét x| - 3 = 4 hatdrozza meg, ezért x; csak 8 lehet. 8-2013 = 16104,
ezért a szorzat utolso eldtti szamjegyét x; - 3 +0 = 1 hatdrozza meg, igy x, csak 7 lehet.

78 -2013 = 157014, ezért x3 -3+ 0 = O kell, hogy teljesiiljon, igy x3 = 0. Ezzel nem véltozik
a szorzat ismert része, x4 - 3 + 7 utolsé szamjegye 2 kell, hogy legyen, igy x4 = 5. A tovabbi
szamjegyek nem befolydsoljak, hogy a tobbszoros 2014-re végzddik-e, csak novelik a tobbszorost.
Ezért 5078 -2013 = 10222014 a legkisebb tobbszoros, ami 2014-re végzddik. o

- J
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7. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Bizonyitsd be, hogy 1-t6l 2013-ig minden természetes szam eldéllithaté a 2000 néhany osztdjanak
Osszegeként! (Minden osztot legfeljebb egyszer szabad felhaszndlni egy szam eldéllitasa soran.)

2000 = 2*- 53, 2000 Gsszes osztdja:
1,2,4,5,8,10,16,20,25,40,50,80, 100, 125,200, 250,400, 500, 1000, 2000

Az 1,2,4,8 szamok segitségével elddllithatd minden szdm 15-ig, tehat 9-ig is.

A 10,20,40,80 szamok segitségével minden tizzel oszthaté szam elddllithaté 150-ig, tehat 90-ig
is. A 100,200,400, 500 szamok segitségével minden szdzzal oszthatd szdm el6allithatd 900-ig.
Tehat minden szdmot elddllithatunk, ha eldszor az ezres helyiérték alapjan vessziik az 1000-et,
2000-et, vagy semmit, majd kiilon beallitjuk a szdzasok, tizesek, egyesek szdmat. Igy minden
osztot legfeljebb egyszer hasznélunk fel. Példaul

1929 = 1000 + (500 +400) +20+ (8 + 1) O

2. Hérom tanul6 jatékgolydkkal jatszik. A golydkat a jaték megkezdése el6tt 7 : 6 : 5 ardnyban
osztottdk szét egymads kozott. Jatékgolyodik szamanak ardnya a jaték végén a tanulok ugyanazon
sorrendje szerint 6 : 5 : 4. Valaki koziiliikk 12 darab golyét nyert. Hany jatékgolydt kaptak az egyes
tanuldk a jaték megkezdése elbtt?

Legyen a jatékosoknak kezdetben 7x, 6x illetve 5x darab jatékgolydjuk. A jaték végén pedig 6y,
5y illetve 4y. Osszesen nem valtozott a golydk szdma, ezért

(7+6+5)x=18x=15y= (6 +5+4)y
6x =Sy

6 és 5 legkisebb kozos tobbszorose a 30, ezért
x=>5 y=~6t

a lehetséges megolddsok, ahol ¢ pozitiv egész szam.

Az elsd jatékosnak a jaték elején 35¢, a végén 36¢ jatékgolydja van. A masodiknak az elején 30¢,
és a végén is 30¢. A harmadik jatékosnak az elején 257, a végén 24«.

Tehat csak az elsd jatékos nyer, és & ¢ darab golyét nyer. Igy r = 12, x = 60. Tehit az els jatékos
420, a mésodik 360, a harmadik 300 jatékgolyot kapott a jaték megkezdése elott. O

3. Egy,matematikus” kenguru a szimegyenesen ugral véletlenszertien egyet jobbra vagy egyet balra
tetszése szerint. Ugrdsai 1 egységnyi hossziak. Jelenleg a kezd6ponton (nulldn) 4ll és a 6-0s
ponton szeretne megpihenni, befejezni az ugralast.

a) Az egyik alkalommal 8 ugrdssal jutott el a 6-o0s pontba pihenni. Hanyféleképpen tehette meg
az utat?

b) Egy maésik alkalommal 10 ugréssal jutott el a 6-os pontba pihenni. Hanyféleképpen tehette
meg az utat?

Jelolje a jobbra ugrdsok szamat j, a balra ugrasok szdmét b. Ahhoz, hogy a 6-os pontba érkezzen,
az kell, hogy Osszesen 6-tal tobbszor ugorjon jobbra, mint balra, mindegy, hogy ezt milyen
sorrendben teszi.
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Ha 0sszesen nyolcat ugrik, b+ j = 8, b+ 6 = j, tehat hetet ugrik jobbra, egyet balra. A nyolc
ugrasbol nyolcféleképpen valaszthatja ki, hogy mikor ugrik balra, ez mér az egész ugrassorozatot
meghatédrozza egyértelmiien. Tehat ebben az esetben nyolcféleképpen tehette meg az utat.

Ha Osszesen tizet ugrik, b+ j = 10, b+ 6 = j, tehdt nyolcat ugrik jobbra, kett6t balra. 877
féleképpen vilaszthatja ki, hogy melyik az a két alkalom, amikor balra ugrik. Tehat ebben az
esetben 28-féleképpen tehette meg az utat. o

4. Egy hidromszog legnagyobb oldala kétszerese a legrovidebbnek. A legnagyobb oldallal szem-
kozti szog haromszorosa a legkisebb oldallal szemkozt 1€v6 szognek. Hany fokos a hdromszog
legkisebb szdge?

Az abrén lathaté6 moédon legyen a haromszog legrovidebb oldaldnak B
hossza b, ekkor a leghosszabb oldala 2b hosszi, a felez6pont legyen F.

A feltételek szerint Yy = 3. A haromszog szogeinek sszege 180°, ezért B b
B = %. F felez6pont, ezért a CAF haromszog egyenlOszaru, igy

ACF<1=90°—%. Igy F

180° — o o o
BCF<=180°—aq— [ ——— —(900——>:45°__: .
h * ( 4 ) 2 4 p b

Tehit a BFC hdromszog is egyenl8szard, CF = b. Igy az ACF héarom- o
sz0g egyenld oldaly, tehat o = 60°. Ekkor B = 30°, v = 90°, tehit a C
haromszog legkisebb szoge 30°. o b A

5. Kovécs ur egy évre bérbe akarja adni a hazat. A hirdetményén a kovetkez6 szoveg olvashaté:

Ez a hiz kiado6 egy évre.
7-HAZBER = 6-BERHAZ

A bérleti dijat Kovécs Gr HAZBER-nek irta. Minden betli mas-més szamjegyet jelol, egyforma
betiik egyforma szamjegyeket. A felirt szorzas igaz. Mennyibe keriill a HAZBER ?

Jelsljiik a HAZ haromjegy( szdmot a-val, a BER haromjegy( szamot b-vel. Ekkor

7-(1000a +b) = 6- (10005 + a)
6994a = 5993b
2-13-269a = 13-461b
2.269a = 461b

A 269 és a 461 primszamok, valamint 461 pératlan, ezért egyenl8ség csak ugy teljesiilhet, ha a
oszthat6 461-gyel, b oszthatd 2-vel és 269-cel, azaz 538-cal. De b hdromjegyli szam, ezért csak
b = 538 lehetséges, igy a = 461.

Tehat HAZBER= 461538, itt valéban kiilonbozé betiik kiilonb6z3 szdamokat jelolnek. o

- J
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egyszer két juhdsz igy beszélgetett:
— Adj nekem 8 baranyt, akkor nekem is annyi lesz, mint neked!
— Inkabb te add nekem a bérdnyaid felét, s akkor nekem 7-szer annyi lesz, mint neked.
Hény baranya volt egyik-egyik juhdsznak?

Az elsé allitas szerint 16 a kiilonbség a két juhdsz baranyainak szdma kozott, tehat (feltételezve,
hogy a baranyok szdma egész) paros sok barany van 0sszesen. A masodik allitds szerint ennél tobb
is igaz. Ha 7 : 1 ardnyban is el lehet osztani az allatokat, akkor 8-cal is oszthaté szamuk. Legyen
tehat 0sszesen 8b bardny, ahol b pozitiv egész. Az elsd feltétel szerint kezdetben 4b — 8,4b + 8
volt a megoszlas, a mdsodik feltétel szerint pedig 76 = 4b + 8 + (4b — 8) /2. Innen 7b = 6b + 4,
tehdt b = 4, vagyis az egyik juhdsznak 24, a masiknak 8 baranya volt. o

2. A tavon uszott egy labda, majd a tél bealltdval befagyott a t6 vize, s befagyott a labda. A labdat
sikeriilt eltadvolitani, igy visszamaradt egy 24 cm 4tmérdjli, 6 cm mély ,lyuk”. Mennyi a lab-
da sugara? (Feltételezziik, hogy a labda gomb alakd, gumibdl késziilt €s beliil tires! A labda

kozéppontja a viz felszine felett volt.)

Készitstink 4brat! A ,lyuk” dtmérGje az AC 0
szakasznak, ,,mélysége” a BD szakasznak felel
meg. Az OBC hiromszogre felirt Pitagorasz r
tételbol

P =(r—6)*+12°

A négyzetre emelések elvégzése utdn r> = r* — A B 12 c
12r + 36 + 144, innen 12r = 180, vagyis r = 6
15. Tehét a labda sugara 15 cm.

3. Egy korbe irhatd6 hatszognek 6 darab 120°-os szdge van.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy a sokszog szabdlyos?

Nem kovetkezik. Megadunk egy ellenpéldat. Rajzoljunk a korbe
egy szabdlyos hatszoget (az dbran fekete). Ezutdn hizzunk par- W X
huzamos hurt (kék) a szabdlyos hatszog valamelyik atmérd hosszu \ /
atlgjaval. Ennek a hurnak a végpontjaiban mérjiink fel a hir mind-
két oldalan 60 fokokat, és a kapott félegyeneseket (piros) a korig
hosszabbitsuk meg. (Ha jol vettiik fel a kék hirt, akkor a félegyenesek a koron beliil nem metszik
egymast.) Igy két szimmetrikus trapéz keletkezik, mindkett§ szogei: 60°, 60°, 120°, 120°.
A piros hatszog minden belsd szoge 120°-0s, de nem szabdlyos,
nem minden oldala egyenld.

Maisodik megoldds: Egy szabdlyos hdromszog oldalaira az é&b-
ran lathat6 médon egybevagd 120°-os haromszogeket rajzolunk.
Konnyen lathato, hogy az ad6dé hatszog minden belsé szoge 120°-
o0s, de nem szabalyos. o

N—
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4. Dudley Langford sk6t matematikus tiszteletére nevezziik DudLa szamoknak azokat a szamokat,
amelyeknek minden szdmjegye legaldbb kétszer szerepel a szdmban, és az is igaz, hogy barmely
két ugyanolyan értékli szamjegy kozott annyi darab més értékdi szdmjegy 4ll, mint amennyi azok
értéke. Példaul ilyen DudLa szdm a 723121327, mert két 1-es kozott 1 db, két 2-es kozott 2 db,
két 3-as kozott 3 db, két 7-es kozott 7 db tole kiillonbozo értékii szamjegy all. Ebben a szdmban 3
darab 2-es van, a két sz€Is6 kettesre nem vonatkozik a szabdly!

Melyek a hétjegyti DudLa szdmok?

Els6 megoldds: A legnagyobb szdmjegy, ami szerepelhet egy hétjegyli DudLa szdmban, az 6tos,
hiszen két 6tos kozott van 6t mésik jegy és igy megvan az 0sszesen hét szdmjegy. Rdaddsul ha
szerepel két 6tos a DudLa szdmban, akkor csak az elsd és utols6é helyen szerepelhet. Aszerint
fogjuk csoportositani a lehetséges megolddsokat, hogy melyik a legnagyobb el&fordulé szamjegy.

a) A legnagyobb jegy 5. A szdm alakja: 5_____ 5.

A fentihez hasonlé médon a masodik jegy legfeljebb 3. Ha 3, akkor csak igy nézhet ki a szam:
53___35. Ekkor a kozéps6 hiarom jegy kotelezéen 0, mert feltétel, hogy minden jegy legalabb két-
szer szerepel. Elsd megolddsunk az 5300035. Ha az elsd 5-0s utdn 3-ndl kisebb jegyet szeretnénk
irni, akkor hamar kideriil, hogy az 1 és a 2 nem j6, mertaz 51_1__5 és az 52__2_5 nem fejezhetd

be, hiszen a két 1-es, illetve a két 2-es kozé nem tudunk megfeleld szamot irni. A O viszont ad egy
Uj megoldést: 5000005.

b) A legnagyobb jegy 4. A szam alakja: 4____
Elég az els6 esetet megoldani, a masodik szimmetrikus parja ennek, mert egy ,,maganyos” nulla
nem 4dllhat a szam végén, a feltételek miatt. A 3, 2, 1 jegyeket a szdm végére probalva egyediil az
utolso esetben kapunk megoldast: 4000141. A 4_3__43 és a 4__2_42 nem fejezhetd be. Tehdt

ebben az esetben két megoldast kaptunk: 4000141 és 1410004.
¢) A legnagyobb jegy 3. A szam alakja: 3___3__vagy _3___3_vagy __3___3.

Itt harom megoldést kapunk, mindegyik a ko6zEépsé elrendezésbdl jon ki: 2312132, 1312132,
2312131.

d) A legnagyobb jegy 2.
Ilyen megoldas nincs, mert a két 2-es kozé csak nulldk férnek, de nullakbdl csak egyetlen ,,blokk™
lehet, igy a 720027 nem fejezhetd be.

A hétjegyli DudLa szdmok tehat a kovetkezdk: 5000005, 5300035, 4000141, 1410004, 2312132,
1312132, 2312131.

Masodik megoldas: Mivel minden jegy legaldbb kétszer szerepel, lesz olyan, amelyik haromszor
is, mert 0sszesen pdratlan sok (hét) jegy van. Valdjdban vagy pontosan hdromszor, vagy pontosan
Otszor fordul eld, mert minden jegy nem lehet nulla, igy csak a kovetkezd darabszdm eloszlasok
lehetségesek: 5-2, 4-3, 3-2-2. Ezek koziil a 4-3 nem val6sul meg, mert csak a nulldk lehetnek
szomszédosak.

Felhasznéljuk azt is, hogy a leggyakoribb jegy értéke csak 0, 1 vagy 2 lehet, hiszen 3___3___3
tobb, mint hét hegyfi.

Csoportosithatjuk tehdt eseteinket a legtobbszor el6forduld jegy értéke szerint. A kovetkezOket
kell vizsgalnunk:

2__2__2,

111 _vagy_1_11 vagy__1_11,

_000___ vagy __000__ vagy _00000_ vagy ___000_ vagy ____000.
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Innen rendre a kdvetkezd megoldasokat kapjuk:

2312132,
1312132 és 2312131,
4000141 és 5000005 és 5300035 és 1410004. O

5. Az ABCDE szabdlyos 6tszog. Az A csucsbdl allitsunk merdlegeseket a BC, CD és DE oldalak
egyenesére. A merdlegesek talppontjai legyenek rendre O, P és R. Legyen O az 6tszog koré
irhat6 kor kozéppontja. Ha OP = 1, akkor mivel egyenlé AO +AQ + AR?

Legyen a szabélyos 0tszog oldaldnak hossza h. Az O pont szabélyos A

sokszog esetében a beirt kotnek is kozéppontja, vagyis OP =1 a
beirt kor sugara, igy O az 6tszog oldalaitdl egységnyi tdvolsagra QO '

van. BX
Az 0tszog teriiletét fogjuk felirni kétféle mdédon, és ebbdl kapunk :
egy egyenletet a kérdéses Osszeg meghatirozasahoz.

T = Toap + Topc + Tocp + Tope + Toea = Tapc + Tacp + TapE C* =D

Az elsd felirdsban szerepl6 haromszogek h hosszu oldaldhoz egységnyi magassdg tartozik, hiszen
elobb lattuk, hogy O mindegyik oldalegyenestdl egységnyi tdvol van. A masodik felirdsban a
haromszogek h-hoz tartozé magassagai rendre: AQ, AP = AO + 1, AR. Egyenletiink igy alakul:

h-1 h-A h-(AO+1 h-AR
el _hAQ h(40+1)

3 2 2 2 2

A torteket eltiintetve és h # 0-val egyszer(sitve:

5=A0+ (AO+1)+AR, vagyis 4 = AQ+AO+AR

Tehdt AQ +AO + AR = 4. (4)

- J

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Bontsd fel a 13157-et négy szam Osszegére tigy, hogy ha az els6 részhez 2-t hozzdadunk, a ma-
sodik részbdl 3-at elvesziink, a harmadik részt 7-tel megszorozzuk, a negyedik részt 11-gyel
elosztjuk, akkor mindig ugyanazt a szamot kapjuk!

Ha x jeloli az emlitett miiveletek elvégzése utan kapott k6zos értéket, akkor
13157 = (x—=2)+ (x+3) + (;) + (x-11).

Osszevonds utdn: 13156 = (13+ %)x = 972, tehdt x = 7'193% = 1001.

A felbontés tehat a kovetkezd: 13157 =999 + 1004 4+ 143 +11011. o
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2. Egy tiz résztvevls asztalitenisz versenyen mindenki pontosan egyszer mérkdzott mindenki-
vel. Az egyes versenyzOk gydzelmeinek szama a,b,c,d, e, f,g,h,i, j vereségeinek szdma rend-
re A,B,C,D,E F,G,H,I,J. Bizonyitsd be, hogy a versenyzdk 4ltal szerzett gy6zelmek szdma
négyzetének Osszege ugyanannyi, mint a vereségek szama négyzetének Osszege.

Az asztaliteniszben nincs dontetlen, ezért A =9 —a,B =9 —b,...,J =9 — j, hiszen mindenki
pontosan 9 mérkdzésen vett részt. A bizonyitando allitds tehat igy irhato:

P+ 4+t g+ =
= (9—a)+(9—b)*+(9—c)*+(9—d)*+(9—€)*+(9—F)*+(9—8)*+(9—h)*+(9—i)*+(9—))*.
A zéréjelek felbontédsa és a négyzetes tagok kiejtése utdn igy alakul az allitas:

18-(a+b+c+d+et+f+g+h+i+j)=10-81=3810,

vagyis a+b+c+d+te+f+g+h+i+ j=45.
Ez pedig igaz, mert mind a &2'9 = 45 mérkbzésen pontosan egy gy6zelem sziiletett (valamelyik
jatékos nyert). o

3. Keress olyan primszamokat, amelyekre igaz, hogy alkalmas szdmrendszerben felirva a szam-
rendszer minden szdmjegyét pontosan egyszer haszndljuk fel! (0 nem 4llhat el6l.) Igazold, hogy
a hetes, illetve a tizes szdmrendszerben nincs ilyen szam.

Kezdjiink el kisérletezni! Kettes és harmas szdmrendszerben gyorsan ellendrizhetd az Osszes
lehetdség és a kovetkezd megoldédsokat taldljuk: 10, =2,1023 = 11,2013 = 19.

Négyes szamrendszerben nem irhatunk paros jegyet (0,2) a szdm végére, mert akkor egy 2-
nél nagyobb paros szdmot kapnank, hiszen az utolsé jegy kivételével minden jegy helyértéke
paros (négy hatvdnya). Mivel O-val nem kezdddhet a szdm, 0sszesen nyolc lehetdség marad:
23014,32014,20314,30214,21034,12034,20134,10234. Ezek értéke tizes szamrendszerben rend-
re: 177,225,141,201,147,99,135,75. A felsoroltak egyike sem prim, példaul azért nem, mert
mindegyik oszthaté harommal.

Ha jobban belegondolunk, ehhez a felfedezéshez elég lett volna egy szdmot megnézni, példaul:
3|23014 = 177. Ugyanis a 23014 szambdl kiindulva eljuthatunk a tobbi csupa kiilonbdzd jegybdl
4116 szamhoz szdmjegy péarok felcserélésével. (Altaldban n kiilonbozd dolog dsszes sorrendje els-
allithat6 ugy, hogy egy 1épésben mindig két elemet cseréliink ki.) Mivel a helyértékek (1,4,16,64)
mindegyike egy maradékot ad hdrommal osztva, ezért az a és b jegyek felcserélésekor nem val-
tozik a harommal vett osztdsi maradék (a +b = b+ a). Tobb is igaz: a harommal vett osztasi
maradék egyenld a szamjegyek Osszegének hdrmas maradékdval. Ez ut6bbi allitds a ,,cserélge-
t6s” érvelés nélkiil is igazolhaté: 64a+ 16b+4c+d — (a+b+c+d) = 63a+ 15b+ 3¢ oszthaté
harommal. Tehat négyes szdmrendszerben nem kapunk primet.

v

Az eldz6 gondolatmenet 1ényegében véltoztatas nélkiil alkalmazhat6 hetes és tizes szdmrendszer-
ben is (illetve minden olyan esetben, amikor a szimrendszer alapszdma egy maradékot ad harom-
mal osztva). Hetesben 1 +2+3+4+454+6 =21, tizesben 1 +2+3+4+4+54+6+7+8+4+9 =45,
mindkét 6sszeg oszthaté harommal, ezért ezekben a szimrendszerekben csak harommal oszthat6
(és haromnal nagyobb) szamokat tudunk eldallitani, igy egyik sem lesz prim.

Altaldnositds. Megmutathat6, hogy a 2, 11, 19 primeken kiviil nincs olyan prim, aminek alkalmas
szamrendszerben felirt alakjaban a szdmrendszer Osszes jegye pontosan egyszer szerepel.
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Legyen a szamrendszer alapja n > 3.

e Ha n péros, akkor a feltételnek megfelelé szamok mind oszthatok (n — 1)-gyel. Az n hatva-
nyai 1 maradékot adnak (n — 1)-gyel osztva, ezért elég megmutatni, hogy az 1,2,...,n—1
jegyek osszege oszthat6 (n— 1)-gyel. Ez pedig igaz, mert 1 +2+3+...4+n—1= w =

(n—1)-(n/2), és a mdsodik tényezs egész, ha n paros. n > 3 esetén a vizsgélt szamok mind

nagyobbak (n — 1)-nél, tehat nem lehetnek primek, ha oszthatdk (n — 1)-gyel, ami 2-nél na-

gyobb.

e Han = 2k+ 1 paratlan, akkor minden helyérték 1 maradékot ad k-val osztva. Megmutatjuk,
hogy a kiilonboz6 jegyekkel felirhaté szamok k-val oszthaték. Az el6z6ekhez hasonléan
elegendd beldtni, hogy a szdmjegydsszeg oszthatd k-val. Ez pedig igaz, mert 1 +24 ...+
(n—1) = =ln — GO _ f 0k 1), n > 3 esetén k > 1, tehdt egy valdi oszt6t
taldltunk.

Azt pedig kordbban lattuk, hogy n < 3 esetén harom megoldds van: 10, =2,1023 = 11,2013 = 19.

o

4. Legfeljebb hany oldalud lehet egy olyan konvex sokszog, amely feldarabolhaté olyan derékszogt
haromszogekre, amelyek hegyesszogei 30 és 60 fokosak?
(Megjegyzés: a feldarabolds sordn csak ilyen hdromszog keletkezhet, médsféle sokszog nem.)

Kis oldalszamok esetén konnyen taldlhatunk megfeleld feldaraboldsokat. Példa négyszogre, hat-
szogre €s nyolcszogre: ——

A feltétel miatt csak olyan sokszdgek johetnek széba, amelyeknek minden bels6 szoge (fokokban
mérve) 30 egész szdmu tObbszOrdse, hiszen a felbontdsban szerepld haromszogek is ilyenek.
Mivel konvex sokszogrdl van sz6, egy belso szog legfeljebb 150° lehet.

Ha nincs 150°-ndl nagyobb bels6 szog, akkor a belsd szogek dtlaga sem lehet nagyobb 150°-n4l.

(n—2)-180°
n

< 150°

Atrendezve: 180n —360 < 150n < 30n <360 < n<12
Azt kaptuk, hogy legfeljebb 12 oldalu lehet a keresett sokszog. Ez lehetséges is, példaul igy:
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o

5. Bizonyitsd be, hogy minden természetes szdm elSallithat6 a” 4 b? — ¢? alakban, ahol a, b, c egész
szamok!

El8szor a paratlan szdmokat 4llitjuk eld. Legyen n = 2k 4 1. Emlékezhetiink r4, hogy a szomszé-
dos négyzetszamok kiilonbségének sorozata éppen a pdratlan szdmok sorozata, innen adédik az
eldallitas:

n=2k4+1=(k+12 -k =K +2k+1)-k*=a=0b=k+1,c=k.

7z

Ha pedig péaros szamot kell elddllitanunk, akkor egyszertien hozzdadunk egyet az eggyel kisebb
paratlan szam el6allitasdhoz:

n=2k+2=1+k+12-k=1+K(42k+1)-k =>a=1,b=k+1,c=k.

Az els6 néhany természetes szam felirdsa: 1 = 024+12—-0%,2=124+12-0%3=0%+22—-12,
4=12422-12,5=024+32-22 ... O

- J
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1 Goor Vanessza

Név

2 Szeman Krisztian

3 Varga Gébor

4 Bul4tké Anna

5 Fekete Panna
6-8 Laskay Katalin
6-8 Nemes Gyorgy
6-8 Trepess Beatrix
9-10 Talyigés Gergely
9-10 Tamds Ambrus

Iskola

Sagvéri Endre Altalnos Iskola
Oroszlany

J6kai Mér Altaldnos Iskola
Nyiregyhdza

Dob6 Katalin Gimnazium
Esztergom

Moéricz Zsigmond Altalanos Iskola
Nyiregyhaza

Deik Ferenc Gyakorl6 Iskola
Pécs

Moricz Zsigmond Altaldnos Iskola
Nyiregyhdza

Dienes Valéria Altalanos Iskola
Szekszard

Batthyany Lajos Gimndzium
Nagykanizsa

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

J6zsef Attila Altaldnos Iskola
Esztergom

Tanar(ok)

Huma Erzsébet
Go6r Csaba

Durda Marosszéki  Kall6s
Agnes  Gibor Béla

Takécs Anikd

Ajler Erika
Kallés Béla

Lovas Zoltan

Ajler Erika
Kallos Béla

Enyediné
Szakdlas Mariann

Labodi Gyongyi
Rubéczki Gyorgy

Makovicsné
Szab6 Mirta

Pont
54
49
48
45
43
40
40
40
39
39

XXXVIL. verseny 2007-08

—

1 Homonnay Balint

Név

2 Laposi Viktoria
3 Németh Gergely
4 Tori Tiinde

5 Maga Baldazs

6 Tossenberger Tamds
7-9 Csépke Péter
7-9 Majoros Péter
7-9 T6th Pal Gabor
10 Kabos Eszter

-

Iskola

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Moricz Zsigmond Altaldnos Iskola
Nyiregyhdza

Gregor Jozsef Altaldnos Iskola
Budapest

Angol Tagozatos Iskola
Budapest

Apéczai Csere Janos Gyakorl6 Alt. Isk.
Nyiregyhdza

Szildgyi Endre Gimnédzium
Budapest

Viri Emil Tarsuldsos Altalanos Iskola
Kisvarda

J6kai Mér Altaldnos Iskola
Pécs

Zrinyi Tlona Altaldnos Iskola
Kecskemét

Aldas utcai Altaldnos Iskola
Budapest

XXXVIL. verseny 2007-08

J

Tanar(ok)

Jakucs Erika

Vassné
Oléh Csilla

Marton Katalin

Somogyvariné
Polgdr Zsuzsanna

Dr. Kanyuk  Gincsai  Téth
Jénosné Tibor  Imre

Horvéath Eszter

Szemjdnné
Jészai Gabriella

Bere Gyongyi

Gilné Csorddsné
Szalontai Maria Szécsi Joldn

Herbert Maria

Pont

53
48
47
46
45
42
41
41
41
40

J
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Eredmények

-

Név
Janzer Olivér
Nagy Robert
Varga Imre Karoly
Csuka Robert
Szabé Attila
Reiter Anna
To6th Emese Anna
Zilahi Tamas
Kovics Aron

Weisz Gellért

Iskola

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihdly Gyakorl Iskola
Budapest

Hermann Ott6 Gimnazium
Miskolc

Badr-Madaras Reformatus Gimnazium
Budapest

Mecsekaljai Iskola
Pécs

Katona J6zsef Gimndzium
Kecskemét

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Moricz Zsigmond Altalanos Iskola
Nyiregyhaza

Kodily Zoltan Altaldnos Iskola
Nyiregyhdza

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

XXXVIL verseny 2007-08

Tanar(ok) Pont

Téborné Vincze Mérta 62
Rubéezki Gyorgy
Téborné Vincze Marta 6 1

Rubdczki Gyorgy

Gulydsné 60

Nemes Katalin

Nagy-Bal6é Andras 59
Németh Norbertné 59
Nagyné Viszmeg Edit 5 8
Csorddsné Szécsi Joldn
Téborné Vincze Mirta 5 8
Rubéczki Gyorgy
Dr. Kiss Séandor 58

Bodndrné Kerekei Agnes

Pécskai  Dr. Kiss  Pésa 57
Tamdsné  Sdndor Lajos

Téborné Vincze Mirta 5 2
Rubéczki Gyorgy

8. osztaly

\O]

N O e AW

8-9

10

Név
Agoston Tamds
Bunth Gergely
Strenner Péter
Nguyen Noémi

Kovécs Néra
Beke Lilla
Kiss Melinda Flora
Gyarmati Mété
Marussy Krist6f

Kovalcsik Anna

Iskola

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Teleki Blanka Gimnazium és Alt. Isk.
Székesfehérviar

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Viri Emil Altalédnos Iskola
Kisvérda

Fazekas Mihédly Gimnazium
Debrecen

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Dedk Ferenc Altaldnos Iskola és Gimn.
Pécs

Szent Istvdn Gimnazium
Budapest

Balassi Bdlint Gimndzium
Balassagyarmat

J
XXXVIL. verseny 2007-08

Tanar(ok) Pont

Taborné Vincze Marta
Pésa Lajos 63

Téborné Vincze Mirta
Beleznay Ferenc 5 9

Ponéczné Csuti Marta
Buday Endre 5 6

Téborné 5 5

Vincze Marta
Csap6 Laszl6né 50

Dr. Gail Istvdnné
Téth Mariann 49

Beleznay Ferenc 48

Lovas Zoltin 46

Gyarmati Istvan

Juhasz Istvan 46

Hegedis Csaba 42
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8-9

Eredmények

Név

Nagy Kartal
Csikés Dominik
Szebellédi Marton
Nguyen Shannon
Timar Zsuzsanna

Szab6 Eszter

Sal Krist6f

Juhasz Daniel

Iskola

Kossuth Lajos Altaldnos Iskola
Veszprém

Nagyasszonyunk Katolikus Intézmény
Kalocsa

Banyai Jilia Gimndzium
Kecskemét

Radnéti Mikl6s Gimnazium
Budapest

Lengyel Jézsef Gimnazium
Oroszlany

Apéczai Csere Janos Altalanos Iskola
Nyiregyhdza

Koch Valéria Altaldnos Iskola
Pécs

Damjanich Jdnos Altaldnos Iskola
Szentes

Tanar(ok)

Nagyné
Czaun Mariann

Korsés Lajosné

Breny6 Mihélyné
Badé Zsolt

Kornai Juilia
Cs6re Imréné
Bodnar Mihély
Héhn Attila

Horvath J6zsefné

Pont
48
46
44
41
41
40
39
38

XXXVIIL. verseny 2008—09

111 A Deidk F ¢ Gyakorlé Altalanos Iskolz Vinczéné
8 _9 Turl S ara e dezi: B Csete Cciairieella 3 8
10 Garat Péter Zsombor e Jakucs Erika 36
/—m XXXVIIL verseny 2008-09
Név Iskola Tanar(ok) Pont

5-6
5-6

9-10
9-10

Khayouti Sara
Leitereg Miklds
Holczer Viktor

Kovics Balint

Vu Lien Viola

Mészaros Gabriella

Burian Lérant
Go6r Vanessza

Budai Blanka

Berényi Baldzs

Erkel Ferenc Altaldnos Iskola
Budapest

Barcsay Altalanos Iskola
Szentendre

Jedlik Anyos Gimnazium
Budapest

Radnéti Miklés Gimndzium
Budapest

Jedlik Anyos Gimnézium
Budapest

Altaldnos és Zeneiskola
Kemence

Budenz Jozsef Alt. Tsk.
Budapest

Ségviri Endre Alt. Tsk.
Oroszlany

Kempelen Farkas Gimndzium
Budapest

Szent Erzsébet Kat. Alt. Isk.
Szentes

Haléasz Péter

Téthné
Vojtek Eva

Arvané
Doba Miria

Kornai Julia
Arviné
Doba Maria

Gulyas Gertrid
Mészéros Gdborné

Csényi Erzsébet

Huma Erzsébet
Go6r Csaba

Nagy Emese

Papp Mdria

51
49
46
40
39
39
38
35
33
33
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XXXVIIIL verseny 2008-09

6-9
6-9
6-9
6-9

10

-

Eredmények

Név
Agoston Péter
Németh Gergely
Maga Baldzs
Varga Déniel
Tossenberger Tamas
Dobra Gébor
Halacsy Gergely
Tar Benjamin
Tran Duy An
Leipold Péter

Iskola

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Apéczai Csere Janos Gyakorl6 Alt. Isk
Nyiregyhdza

Fazekas Mihély Gimndzium
Debrecen

Szildgyi Erzsébet Gimnazium
Budapest

Gyakorl6 Altaldnos Iskola
Pécs

Arpzid Gimndzium
Budapest

Bethlen Gébor Alt. Isk.
Nyiregyhaza

Radnéti Miklés Gimndzium
Budapest

Jedlik Anyos Gimnazium
Budapest

XXXVIIL. verseny 2008—09

Tanar(ok)

Téborné Hraské Pdsa
Vincze Marta Andrds Lajos

Rubéczki Gyorgy

Dr.Kanyuk Gincsai  Pésa L.
Jénosné Tibor ~ Steller G.

Remeténé Orvos Viola
Lakatos Tibor

Dr.Horvath Eszter

Schéberné
Kozma Marta

Meszlényiné Roka Agnes
Szdmad6 Laszlo

Pappné
Turik Timea

Morvai Eva

Arvéné Doba Méria
Pésa Lajos

Pont
62
60
54
49
47
46
46
46
46
45

8. osztaly

[E—

~ RS IS

5-6
5-6
7-8
7-8

10-11
10-11

Név
Szabé Attila
Nagy Robert

To6th Emese Anna
Csuka Robert
Janzer Olivér
Sipos Agoston
Varnyu J6zsef
Fodor Andras
Zilahi Tamas

Szkupien Bence

Kalocsai Akos

Iskola

Pézmény Péter utcai Alt. Isk.
Pécs

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Badr-Madaras Reformatus Gimndzium
Budapest

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Arpid Gimnazium
Tatabdnya

Fazekas Mihédly Gimndzium
Debrecen

Arpad Gimndzium
Budapest

Moéricz Zsigmond Alt. Isk
Nyiregyhdza

Szent Istvdn Gimnazium
Budapest

SzandaszollGsi Alt. Isk.
Szolnok

Tanar(ok)

Németh Norbertné
Pésa Lajos

Téborné Vincze Marta
Rubéezki Gyorgy

Téborné Vincze Mirta
Rubéezki Gyorgy

Nagy-Balé Andras

Téborné Vincze Marta
Rubdczki Gyorgy

Koviécsné
Schandl Agnes

Baldzs Tivadar
Kovics Péter

Besenydné Titter Bedta
Vajda Istvan

Bodnérné
Kerekes Agnes

Halek Tamas

Kiss Jézsef
Kalocsai Ferenc

XXXVIII. verseny 2008-09

l\

Pont
62
61
58
57
56
56
52
52
43
42
42
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XXXIX. verseny 2009-10

Eredmények

Név
1 Williams Kada
2 Baran Zsuzsanna
3 Kovacs Bence
4 Fekete Gédbor
5 Borbényi Marton
6-8 Lajké Kdlmén

6-8 Nguyen Hai Yen
6-8 Radnai Bélint

9-10 Kovacs Péter Tamas

Iskola

SzTE Ségviri E. Gyakorl6 Altalanos Isk.
Szeged

Arany Jénos Gyakorl6 Altaldnos Iskola
Debrecen

Girdonyi Géza Altalanos Iskola és Ovoda
Gyér

SzTE Ségviri E. Gyakorlo Altaldnos Isk.
Szeged

Kisfaludy u. Altaldnos Iskola
Kaposviar

Juhdsz Gyula Altaldnos Iskola
Szeged

ELTE Radnéti Miklés Gyakorlo AlL. Isk.
Budapest

Rékéczi Telepi Tagiskola
Virpalota

Zrinyi Miklés Gimnédzium
Zalaegerszeg

XXXIX. verseny 2009-10

Tanar(ok)

Dicshazi Attila

Dr. Szaboné
Zavaczki Andrea

Turner Laszlé

Vincze Istvanné

Agbesné
Horvith Andrea

Konfar Laszlé

Steller Gabor

Gerstmarné
Takécs Beatrix

Palovicsné
Tusnady Katalin

Pont
54
54
54
53
53
52
52
52
51

J

9-10  Péterffy Orsolya Cister Nevees K seroné 51
/—m XXXIX. verseny 200910
Név Iskola Tanar(ok) Pont

1-2 Csikés Dominik
1-2 Nagy Kartal
3-4 Horvéth Hanga
3-4 T6th Marcell
5-7 Kormoczi Mark
5-7 Sal Krist6f
5-7 Szab6 Barnabas
8 Szebellédi Marton

9-10 Horvith Akos

9-10 Major Andras

Nagyasszonyunk Katolikus Intézmény
Kalocsa

Kossuth Lajos Altaldnos Iskola
Veszprém

Almos Vezér Gimnazium és Alt. Isk.
Budapest

ELTE Radnéti Miklés Gimnézium
Budapest

Reformatus Altalanos Iskola
Kecskemét

Koch Valéria Altaldnos Iskola
Pécs

Aldds u. Altaldnos Iskola
Budapest

Banyai Jilia Gimnézium
Kecskemét

IL. Rdkéezi Ferenc Altalanos Iskola
Paks

Veres Péter Gimndzium
Budapest

Korsés Lajosné

Nagyné
Czaun Mariann

Rényi Péter
Horvith Sdndor

Lovey Fva
Szokolai Tibor

Nagy Tibor
Breny6 Mihély

Haéhn Attila

Rudolf Tamasné

Breny6 Mihélyné
Bad6 Zsolt

Zant6né
Sélley Katalin

Mirton Gabor
Burian Hana

56
56
55
55
54
54
54
53
52
52
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XXXIX. verseny 2009-10

—

1-2

1-2

-

Eredmények

Név
Janzer Barnabds
Jenei Adrienn
Khayouti Sara
Buridn Loréant
Fehér Zsombor
Volford Andrés
Schwarz Tamaés
To6th Matyas

Bir6 Janos

Iskola

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Viérosmajori Gimndzium
Budapest

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Radnéti Miklés Gimndzium
Szeged

Berzsenyi Daniel Gimnazium
Budapest

Zrinyi Mikl6s Altalanos Iskola
Szombathely

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Tanar(ok)

Fazekas Tiinde

Fazekas Tiinde
Rubéezky Gyorgy

Rubdécezky Gyorgy

Volf Burian  Pésa
Annaméria Hana Lajos

Fazekas Tiinde

Abrahdm Gébor

Gil Gyorgyné Hubert
Grama Virdg  Gyorgyné

Bartalis Istvanné

Fazekas Tiinde

Pont
63
63
62
61
61
57
55
53
52

XXXIX. verseny 2009-10

J

10 Nagy Gergely Révai Mikg;g;’im“ﬂ‘“‘“ Arki Tamés 50
8. osztaly XXXIX. verseny 2009-10
Név Iskola Tanarok Pont
1 Kabos Eszter Alds u. Altalénos Iskola Herbert Maria 57

2
3
4
5
6
7

8

9-10

Halacsy Gergely
Agoston Péter
Majoros Péter
Maga Baldzs

Bozsik Marton

Mogyordsi Ferenc

Tran Duy An

Tijas Mihaly

9-10 Tossenberger Tamas

Budapest

Arpad Gimnézium
Budapest

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

J6kai Mér Altalanos Iskola
Pécs

Apiczai Csere Janos Gyakorl6 Alt. Isk
Nyiregyhaza

Radnéti Miklés Gyakorl6 Isk. és Gimn.
Budapest

Nagyszombatasszony Rémai Kat. Gimn.

Zimany

Radnéti Mikl6s Gyakorl6 Isk. és Gimn.
Budapest

Radnéti Miklés Gyakorl6 Isk. és Gimn.
Budapest

Szildgyi Erzsébet Gimnadzium
Budapest

Meszlényiné Szdmadé
Réka Agnes Laszl6

Tiborné  Hraské  Pésa
Vincze Mérta  Andrds Lajos

Bere Gyongyi

Dr.Kanyuk Gincsai  Pésa L.

Jénosné Tibor  Steller G.

Csatér  Pésa  Gulyds

Katalin Lajos Jnos

Witzlné
Horvith A.

Morvai Eva

Morvai Eva

Dr. Horviéth
Eszter

53
52
47
43
41
38
33
32
32
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XL. verseny 2010-11

Eredmények

XL. verseny 2010-11

J

Név Iskola Tanar(ok) Pont
1 Lakatos Addm Aldis el Malinos kol Kruchi6 Méria 56
2 O'[Ott Péter SzTE Juhzisg ZGEZE}; Alt. Iskola Liéc:;/?i;?ké 5 5
3 Gaspar Attila Adiim Jen. Altanos Iskola Molndr Anna 54
4 Szép Abris Belvirost Alalinos Iskola Bir6 Janosné 53
5 Papp Bence S s Aok Szab6 Imre 51
6 Cseh Viktor 50
7 Kulesar Gergd A e 1 49
8-10  Korodi Baldzs R e Steller Gabor 48
8-10  Szemerédi Levente onifert D Alabinos kol Gyore Mihdlyné 48
8-10 Villanyi Soma Kazinezy [etone Gindzium T 48
\
—
Név Iskola Tanar(ok) Pont
1 Radnai Balint e e kel Tmime 55
2 Lajké Kdlmén SATE Jubisz Gy Syal Alles Konfir LészI6 54
3 Lendvai Péter Bemsics sl Agoston Miria 53

4 Baran Zsuzsanna

5 Gerliczky Bence

6 Kovacs Bence
7-8 Almaési Noéra
7-8 T6th Viktor
9-10 Borbényi Marton

9-10 Kovacs Péter Tamas

Szombathely

Arany Janos Gyakorl6 Alt. Isk.
Debrecen

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Girdonyi Géza Alt. Isk. és Ovoda
Gyér

Arany Janos Gyak. Alt. Iskola
Debrecen

Kodaly Zoltin Kozp. Alt. Isk.
Kaposvar

Kisfaludy u. Tagiskola
Kaposvar

Zrinyi Mikl6s Gimnédzium
Zalaegerszeg

Dr. Szab6né Zavaczki Andrea
Pésa Lajos

Jakucs Erika

Turner Laszlé

Dr. Szab6né Zavaczki Andrea
Pésa Lajos

Sovény J6zsefné
Pésa Lajos

Agbesné
Horvith Andrea

Palovicsné
Tusnddy Katalin

52
51
50
46
46
44
44

add 1% —

Albrecht Diirer Pro Mathematica Alapitvany

194

Adészam: 19335379-1-05 e Bankszamla szam: 11734004-20510161 e 3535 Miskolc, Karinthy Frigyes utca 18 e http://www.durerinfo.hu


http://www.durerinfo.hu/
http://www.durerinfo.hu/

XL. verseny 2010-11

Eredmények

Név
1 Szab6 Barnabas
Sal Kristof

Szebellédi Marton

A~ W

Gyulai-Nagy Szuzina
5-6 Nagy Kartal
5-6 Szabé Eszter
7-8 Major Andras
7-8 Reg6s Krisztina

9 Vu Mai Phuong
10 Kovacs David

-

Iskola

Fazekas Mihaly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Koch Valéria Altaldnos Iskola
Pécs

Banyai Jilia Gimndzium
Kecskemét

Radnéti Miklés Gimndzium
Szeged

Kossuth Lajos Altalanos Isk.
Veszprém

Kridy Gyula Gimndzium
Nyiregyhdza

Veres Péter Gimndzium
Budapest

Radnéti Miklés Gimndzium
Szeged

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Szent Istvdn Gimndzium
Budapest

XL. verseny 2010-11

Tanar(ok) Pont

Téborné Vincze Mérta
Gyenes Zoltdn 63

Hihn Attila 60

Pésa  Varga Csordds 58
Lajos J6zsef Mihly

Abrahdm Gébor
Tigyi Istvan 5 5

Nagyné 5 2

Czaun Marianna

Katoniné Végh Lajtosné 52
Cserepes Mdria Leona  Eva

Mirton Gabor 5 0
Szdmadéné Békéssy Szilvia

Abrahdm Gébor
Tigyi Istvan 5 0

Téborné Vincze Mérta
Gyenes Zoltdn 47

Juhész Istvan 45

J

8. osztaly

1 Holczer Andras

Név

Janzer Barnabas

Tulassay Zsolt

2

3

4 Fehér Zsombor
5 Almasi Péter
6

7

Iskola

Kanizsai Dorottya Altaldnos Iskola
Sikl6s

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihaly Gimnazium
Debrecen

XL. verseny 2010-11

Tanarok Pont
Sereséven i 62
58
Rubdczky Gyorgy 57
Fazakas Tiinde 56

Remeténé  Baldzs Pdsa 53
Orvos Viola Tivadar Lajos

Schwarz Tamis Siowr | 52
Jenel AdI‘leI‘ln Fazekas Mill;ﬂzagz;korlé Iskola Fa;(z;l;sz:};rlsde 5 1
8 Weisz Ambrus e e Rubéezky Gyorgy 50
9-10 Babik Balint Pzl M e or fskela Rubioniey Orray 47
9-10 Talyigas Gergely e e Rubéezky Gyorgy 47
\ J
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XLI. verseny 2011-12

Eredmények

5-6
5-6

10

Név
Kerekes Anna
Mészaros Anna
Szab6 Blanka
Gréczi Gergely
Botkos Benedek
Horvéth Csongor
Bindics Boldizsar
Frakn6i Addm
Matolcsi David

Kiss Péter

Iskola

Haj6s Alfréd Kéttan. Nyelv. Alt. Isk.
Budapest

Eotvos J6zsef Altalanos Iskola
Budapest

Eotvos J. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.
Nyiregyhdza

Veres Péter Gimnazium
Budapest

Dedk Ferenc Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

Pécs

Almos Vezér Gimnazium és Alt. Iskola

Budapest

Jenney Janos Altaldnos Iskola
Szeged

Jedlik Anyos Gimnézium
Budapest

Kés Karoly Altaldnos Iskola
Budapest

Kovy S. Altalanos Iskola

Tanar(ok)
Sztan6 Zsuzsanna

Vincze Imréné

Roka Sandor
Roka Séndorné

Szdamadéné Békéssy Szilvia
Burian Hanna

Lovas Zoltan
Németh Katalin
Lavai Karoly

Zsilvolgyi Marta

Gyomlainé
Petr6 Eva

Lengyel Laszloné

XLI. verseny 2011-12

Pont
49
47
46
44
43
43
42
40
39
38

J

Nédudvar
/—m XLL verseny 2011-12
Név Iskola Tanar(ok) Pont

1

9-10
9-10

Molnar-Saska Zoltan

Imolay Andras
Lakatos Addm
Alexy Marcell
Kulcséar Gergd
Szakaly Marcell
Eszter Akos Endre
Kovics Addm
Bursics Baldzs

Dobak Dévid

Virosligeti Altaldnos Iskola
Budapest

Pannénia Altalanos Iskola
Budapest

Alds utcai Altaldnos Iskola
Budapest

Juhdsz Gyula Altalanos Iskola
Vic

Apdczai Csere Janos Gimnézium
Nyiregyhdza

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Felsgvarosi Altalanos Iskola
Kiskunhalas

Haj6s Alfréd Kéttan. Nyelv. Alt. Isk.

Budapest

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Banyai Jilia Gimndzium
Kecskemét

Turédnyi Zsuzsanna
Pésa Lajos

Nagypal Ildik6

Kruckié Mdria

Horvéth Gaborné

Dr. Gat Gyorgyné

Jakucs Erika

Juhdszné
Czinkéczi Eva

Koviné
Nagy I1diké

Par6czay Jozsef

Reiterné Makra Zsuzsa
Breny6 Mihély

55
48
48
46
45
45
45
44
43
43
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XLI. verseny 2011-12

Eredmények

—

[

O o0 N O U B~ W

10

-

Név
Gél Hanna
Williams Kada
Almasi Nora
Baran Zsuzsanna
Lajké Kélmén
Radnai Bélint
T6th Viktor
Szabé Aron
Kovécs Benedek

Csitari Nora

Iskola

Radnéti Mikl6s Kisérleti Gimndzium
Szeged

Radnéti Mikl6s Kisérleti Gimndzium
Szeged

Fazekas Mihaly Gimndzium
Debrecen

Fazekas Mihély Gimndzium
Debrecen

Radnéti Mikl6s Kisérleti Gimndzium
Szeged

Rakdczi telepi Tagiskola
Virpalota

Kodily Zoltan Kozp. Alt. Isk.
Kaposvar

Bolyai J. Gyak. Alt. Isk. és Gimndzium
Szombathely

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Tanar(ok)

Schultz Jénos
Mike Janos

Schultz Jénos
Mike Janos

Lakatos Pésa  Téth

Tibor  Lajos Mariann

Lakatos Pésa  Téth
Tibor  Lajos Mariann

Schultz Jénos
Mike Jénos

Gerstmdrné
Takécs Beatrix

Szantainé Erd6s Johanna
Pésa Lajos

Némethné
Békéssy Ildiké

Pluhar Gabriella

Pluhdr Gabriella

XLI. verseny 2011-12

Pont
63
62
62
61
57
56
55
54
52
50

J

8. osztaly

4-5
4-5
6-8
6-8
6-8

10

Név
Szabd Eszter
Sal Krist6f
Szab6 Barnabds
Kovécs Viktéria
Zardndy Almos
Bodnér Levente

Nagy Kartal

Szebellédi Marton

Nagy Simon

Németh Flora

Iskola

Kridy Gyula Gimnazium
Nyiregyhdza

Koch Valéria Altaldnos Iskola
Pécs

Fazekas Mihély Gyakorl6 Iskola
Budapest

Arpad Gimnézium
Budapest

Fazekas Mihdly Gyakorl6 Iskola
Budapest

Reformétus Altaldnos Iskola
Kecskemét

Kossuth Lajos Altaldnos Iskola
Veszprém

Biényai Juilia Gimnazium
Kecskemét

Berzsenyi Daniel Gimnazium
Budapest

Csény-Szendrey AMK Belvirosi Tagisk.

Keszthely

Tanarok

Katonané Cserepes Maria
Varga Szilveszter

Kamards Pésa Liptak
Lajos  Lajos Eva

Téborné Vincze Mérta
Gyenes Zoltdn

Meszlényiné Roka Agnes
Koncz Levente

Gyenes Zoltin
Taborné Vincze Marta

Nagy Csorddsné Pésa
Tibor SzécsiJolan  Lajos

Nagyné
Czaun Mariann

Varga  Csorddsné  Pdsa
Jozsef SzécsiJoldn Lajos

Sztranydk Attila
Dr. Okordi Péterné

Volf Jézsef

XLI. verseny 2011-12

Pont
63
62
61
60
60
59
59
59
57
49
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